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INTRODUCCION

La finalidad esencial de este libro es presentar las técnicas de muestreo estadistico en su
faceta practica. Cada capitulo comienza con una breve exposicion de los conceptos tedricos
a utilizar en los problemas con el objetivo de que no sea necesario recurrir a textos externos
para comprender las herramientas utilizadas en la solucion de los ejercicios. Ademas,
determinados ejercicios se refuerzan con aplicaciones informaticas para obtener la solucion.
En particular se utilizan Excel y SPSS.

Los mas de 150 problemas que contiene el texto, asi como los conceptos tedricos, se
dirigen tanto a docentes como a estudiantes universitarios de todos los niveles que imparten o
cursan la materia de muestreo estadistico. El libro es también de utilidad para los profesionales de
la economia, biologia, botanica, zoologia, marketing, auditoria, agronomia, comercio, transporte,
medicina, control de calidad, etc. En general puede utilizarse en todos los sectores en los que se
aplican las técnicas de muestreo.

En cuanto al contenido, se comienza exponiendo los conceptos iniciales de la teoria del
muestreo, para facilitar la situacion del lector en el contexto de la teoria de muestras moderna. A
continuacion se presentan los métodos basicos para seleccionar la muestra y se desarrollan los
diferentes tipos de muestreo, como muestreo aleatorio simple, muestreo estratificado, muestreo
sistematico, métodos indirectos de estimacion por razon, regresion y diferencia, muestreo por
conglomerados unietapico, bietapico y polietapico, los procedimientos para el muestreo bifésico
y los problemas peculiares de las encuestas repetidas.

Los problemas suelen adecuarse en lo posible a situaciones practicas y la metodo-
logia pretende mantener la secuencia conceptos — aplicaciones, muy util en los métodos de
ensefianza modernos. Comenzar presentando los temas de forma tedrica, para a continuacién
resolver ejercicios practicos que ilustran los métodos tedricos, cuya resolucion suele
apoyarse en la medida de lo posible en las herramientas informaticas mas adecuadas, es la
secuencia mas logica a seguir en la didéctica de esta materia.






CAPITULO

MUESTREO ESTADISTICO: CONCEPTOS,
ESTIMADORES Y SU DISTRIBUCION

OBJETIVOS

1. Presentar el concepto de muestreo estadistico en poblaciones finitas.

2. Distinguir claramente los conceptos de poblacion, marco y muestra.

3. Introducir el concepto de estimador y su distribucion en el muestreo.

4. Analizar las propiedades de los estimadores.

5. Estudiar la precision de los estimadores.

6. Comparar estimadores.

7. Cuantificar la precision de los estimadores.

8. Comprender el concepto de estimacion mediante intervalos de confianza.

9. Analizar la influencia del sesgo en la estimacién por intervalos de
confianza.

10. Analizar la influencia de la normalidad en la estimacion por intervalos de
confianza.

11. Realizar la estimacion mediante intervalos de confianza.
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Al hablar de métodos de muestreo nos referimos al conjunto de técnicas estadisticas que estudian
la forma de seleccionar una muestra lo suficientemente representativa de una poblacion cuya
informacion permita inferir las propiedades o caracteristicas de toda la poblacion cometiendo un
error medible y acotable. A partir de 1a muestra, seleccionada mediante un determinado método
de muestreo, se estiman las caracteristicas poblacionales (media, total, proporcién, etc.) con un
error cuantificable y controlable. Las estimaciones se realizan a través de funciones matematicas
de la muestra denominadas estimadores, que se convierten en variables aleatorias al considerar la
variabilidad de las muestras. Los errores se cuantifican mediante varianzas, desviaciones tipicas o
errores cuadraticos medios de los estimadores, que miden la precision de éstos. La metodologia
que permite inferir resultados, predicciones y generalizaciones sobre la poblacion estadistica,
basandose en la informacion contenida en las muestras representativas previamente elegidas por
métodos de muestreo formales, se denomina inferencia estadistica.

Es muy importante tener en cuenta que para medir el grado de representatividad de la
muestra es necesario utilizar muestreo probabilistico. Diremos que el muestreo es probabilistico
cuando pueda establecerse la probabilidad de obtener cada una de las muestras que sea posible
seleccionar, esto es, cuando la seleccion de muestras constituya un fenémeno aleatorio
probabilizable. Dicha seleccién se verificarda en condiciones de azar, siendo susceptible de
medida la incertidumbre derivada de la misma. Esto permitira medir los errores cometidos en el
proceso de muestreo (a través de varianza u otras medidas estadisticas).

Existen varios tipos de muestreo, dependiendo de que la poblacion estadistica sea
finita o infinita, materia sobre la que existe amplia literatura estadistica, pero nosotros
consideraremos solamente el muestreo en poblaciones finitas. La poblacion finita inicial que
se desea investigar se denomina poblacion objetivo, pero el muestreo de toda la poblacion objetivo
no siempre es posible debido a diferentes problemas que no permiten obtener informacion de
algunos de sus elementos (inaccesibilidad de algunos de sus elementos, negativas a colaborar,
ausencias, etc.), con lo que la poblacion que realmente es objeto de estudio o poblacion investigada
no coincide con la poblacion objetivo.

Por otro lado, para seleccionar la muestra, necesitaremos un listado de unidades de muestreo
denominado marco que tedricamente debiera coincidir con la poblacion objetivo. Un marco sera
mas adecuado cuanto mejor cubra la poblacion objetivo, es decir, cuanto menor sea el error de
cobertura. Pero en los marcos son inevitables las desactualizaciones, las omisiones de algunas
unidades, las duplicaciones de otras y la presencia de unidades extrafias y otras impurezas que
obligan a su depuracion (depuracion de marcos imperfectos). Idealmente podria conseguirse la
poblacion objetivo eliminando del marco las unidades erroneamente incluidas en €l (unidades
extrafias, duplicaciones, etc.) y afiadiendo las omisiones. Asimismo, también seria una meta que al
eliminar del marco las unidades de las que no se puede obtener informacion (inaccesibles, ausentes,
no colaboradoras, etc.) se obtuviera la poblacidn investigada. El marco puede estar constituido por
unidades elementales de muestreo o por unidades compuestas. Una unidad elemental (o simple) es la
unidad de muestreo mas sencilla posible y una unidad compuesta (o primaria) esta formada por
varias unidades elementales. Como en la practica no es facil disponer de marcos de unidades
elementales, se intenta conseguir marcos de unidades compuestas que son mas accesibles. Por
ejemplo, para estudiar habitantes de una region es mas facil disponer de un listado de hogares que de
un listado de individuos. Se selecciona la muestra de un marco de hogares (unidades compuestas de
varios individuos) y después se estudian las propiedades de los individuos con técnicas adecuadas.
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Consideramos los sucesos elementales asociados a un fendmeno o experimento aleatorio dado S,
S, ..., Sm, entendiendo por sucesos elementales los mas simples posibles, es decir, aquellos que no
pueden ser descompuestos en otros sucesos. El conjunto {S), S,, ..., S,} se denomina espacio
muestral asociado al fendbmeno o experimento. Si consideramos como fendmeno o experimento
la extraccion aleatoria de muestras dentro de una poblacion por un procedimiento o método
de muestreo dado, podemos considerar como sucesos elementales las muestras obtenidas,
constituyendo el conjunto de las mismas el espacio muestral.

Habitualmente en los métodos de muestreo comunes se consideren iguales muestras con
los mismos elementos, aunque estén colocados en orden diferente (el orden de colocacion no
interviene). Una muestra de tamafio # extraida de una poblacion U = {U,, U,, ..., Uy} de tamafio
N mediante un método de muestreo dado, suele denotarse como s = {u), uy, ..., u,}. De esta forma,
El conjunto de las N' muestras posibles de tamafio n que se pueden formar con los N
elementos de la poblacion U es el espacio muestral S.

Evidentemente, para establecer la probabilidad de todas las muestras posibles
derivadas de un procedimiento de muestreo dado, serd necesario conocer ese conjunto de
muestras; es decir, sera necesario delimitar tanto el método de muestreo como el espacio
muestral derivado del mismo. Un procedimiento, o método, de muestreo es sencillamente un
proceso o mecanismo mediante el que se seleccionan las muestras de modo que cada una tenga
una determinada probabilidad de ser elegida. Por tanto, el método aleatorio empleado para
seleccionar la muestra define en el espacio muestral S una funcion de probabilidad P tal que:

e PS)=0Vi

o >ps,)=1

A partir de una muestra, seleccionada mediante un determinado método de muestreo, se
estiman las caracteristicas poblacionales (media, total, proporcion, etc.), con un error cuantificable
y controlable. Las estimaciones se realizan a través de funciones matematicas de la muestra
denominadas estimadores, que se convierten en variables aleatorias al considerar la variabilidad
de seleccion de las muestras. Los errores se cuantifican mediante varianzas, desviaciones tipicas o
errores cuadraticos medios de los estimadores, que miden la precision de los mismos.

Para formalizar el problema de la estimacion en poblaciones finitas, se considera que
tenemos definida una caracteristica X en la poblacién U que toma el valor numérico .X; sobre la
unidad U; i =1, 2 ,...,, n. Consideramos ahora una cierta funcion & de los N valores X;, por
ejemplo, el total poblacional AX;, ..., Xy) = 2.X; para la caracteristica X, o la media poblacional
aAX,, ..., Xy) = (2X; )/N para la caracteristica X, que suele denominarse pardmetro poblacional.
Seleccionamos una muestra s, y a partir de ella queremos estimar el pardmetro poblacional &

mediante una funcion =6 (s(X))=6 (X, ..., X, ), basada en los valores X; i = 1,2, ..., n, que toma
la caracteristica X sobre las unidades de la muestra s (por ejemplo, el total muestral 6 (X, ..., X,)
=>X, o la media muestral 0 X, ..., X)) = (X )/n, para estimar el total poblacional o la media
poblacional, respectivamente. La funcién 6 que asocia a cada muestra s el valor numérico
6(s(X)) = (X, ... X,), se denomina estimador del parametro poblacional &. A los valores

6 (s(X)) para cada s, se los denomina estimaciones.
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Dada la muestra s = {u, uy, ..., u,}, es habitual especificar el conjunto de valores X;

=1, 2, .., n que toma la caracteristica X sobre las unidades de la muestra s mediante
s(X)={X,, Xo, ..., X,}. Al considerar todas las muestras s del espacio muestral S asociado al
procedimiento de muestreo, y los valores que toma la caracteristica X sobre dichas muestras,
se obtiene el conjunto S(X) = {s(X) / s&€S}. Por tanto, podemos formalizar el concepto de

estimador & para el parametro poblacional & definiéndolo mediante la aplicacion medible:

6:S(X)CR" —R
(X, -, )= 60X, X, ) =

Ya tenemos definido el estimador como un estadistico funcion de los valores que
toma la caracteristica X sobre los elementos del espacio muestral (muestras). Como ejemplos
mas sencillos de estimadores de los parametros pobla01ones total poblacional y media

poblacional, tenemos los estimadores total muestral X y media muestral X, definidos como
se indica a continuacion:

6,:S(X)CR" >R 6,:S(x)cR" =R
X ++X

(Xl'”Xn)_)él(XV”Xn):Xl +oo+ X, =X (Xl"'Xn)%éZ(Xl”.Xn)=%=

S

En cuanto a la construccién del estimador, ha de ser tal que la funcion & que asocia a cada

muestra s el valor numérico & (s(X)) = 6 (X, ..., X,) sea calculable y esté definida para todas las
muestras s del espacio muestral S generado por el procedimiento de muestreo considerado. La
formacion de estimadores no es una operacion independiente del procedimiento de muestreo que se
adopte. Generalmente, para construir estimadores se utiliza el principio de analogia; es decir, se
estima un parametro poblacional a partir del estimador muestral analogo. Por ejemplo, para estimar
la media poblacional, la razén poblacional, etc., se utilizan como estimadores sus analogos
muestrales, es decir, la media muestral, la razén muestral, etc. No siempre estos estimadores por
analogia tienen las propiedades mas deseables, pero suelen ser siempre consistentes, y a veces
puede corregirse su sesgo multiplicaindolos por una constante convenientemente elegida.

Distribucion de un estimador en el muestreo

Se denomina distribucién de probabilidad de una variable aleatoria a la funcién que asigna
probabilidad a los valores que puede tomar la variable. Cuando se especifican los posibles valores
de la variable aleatoria y sus probabilidades respectivas, tenemos construido el modelo de
distribucion de probabilidad. En nuestro caso la variable aleatoria es el estimador, y los posibles
valores que puede tomar son las estimaciones, con lo que habremos obtenido la distribuciéon de
probabilidad en el muestreo para el estimador cuando conozcamos todos los valores posibles del
estimador junto con las probabilidades de que el estimador tome cada valor.

En el parrafo anterior hemos formalizado el concepto de estimador 6 para el
parametro poblacional &, definiéndolo mediante la variable aleatoria (aplicacion medible):
6:S(X)CR" —R
(X, x,) = 60X, X, ) =
Sea T'= {rcR / 4 (X}, ..., X,)ES(X) que cumple é(Xl, .., X)) = t}. El conjunto TCR

constituye el conjunto de valores del estimador. Ahora vamos a definir las probabilidades de que
el estimador tome estos valores (ley de probabilidad de la variable aleatoria € ) como sigue:
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PO, ... X)) =0= D PGs)

(5,16(8,(X )=t}

Al par {T, P}, formado por el conjunto de todos los posibles valores del estimador y
por las probabilidades de que el estimador tome esos valores, se lo denomina distribucion del
estimador en el muestreo. A partir de la introduccion del concepto de muestreo probabilistico
y del conocimiento de la distribucion de los estimadores en el muestreo, tanto la teoria de la
probabilidad como la inferencia estadistica estan disponibles para ser aplicadas al muestreo.
En todo el desarrollo de este libro se supone la existencia de muestreo probabilistico.

Como un estimador # de un parametro poblacional & es sencillamente una variable
aleatoria unidimensional, nos interesaran sus caracteristicas de centralizacion y dispersion,
particularmente su esperanza, su varianza y sus momentos, asi como otras medidas relativas
a su precision.

Precision de los estimadores

Para analizar la precision de un estimador suelen utilizarse los conceptos de error de
muestreo (o desviacion tipica), acuracidad (o error cuadratico medio) y sesgo. Suele
llamarse precision a la acuracidad, lo que no es del todo correcto, ya que, aunque la
acuracidad sea la magnitud mas general para la medicion de la precision, hay casos en los
que el andlisis puede realizarse en funcién de otras magnitudes, como el sesgo o la
desviacidn tipica. Todas estas magnitudes que influyen en la precision de un estimador
pueden relacionarse a partir de la descomposicion del error cuadrdtico medio en sus
componentes de la forma siguiente:

Ecmlg)= olof + 8l6f

Por tanto, la acuracidad (error cuadratico medio) de un estimador se descompone en
la suma del cuadrado del error de muestreo y el cuadrado del sesgo.

1
<—.

10

~

ol\d

En la practica, se considera que el sesgo de & no es influyente cuando

Comparacion de estimadores insesgados

Un estimador & insesgado para el parametro poblacional & tiene la propiedad de que su
error cuadratico medio coincide con su varianza, ya que al ser E(é)= 6 se tiene:

V(é)= E(é - E(é))z - E(é - 9)2 = ECM(9)

De esta forma los conceptos de acuracidad y error del estimador son similares para
estimadores insesgados. Por tanto, para comparar varios estimadores insesgados HA, del
pardmetro poblacional 6 en cuanto a precision bastara considerar sus errores de muestreo
a(é, )= +\/V_(;) , siendo mas preciso el estimador que menor error de muestreo presente.
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También en el caso de insesgadez el concepto de error relativo de muestreo puede
expresarse en términos de una Unica magnitud variable 0(19) ya que:

cvlo)- <) _ob)

E@®) 6
y al ser & una constante el error relativo esta en funcion solo del error de muestreo.

Con lo que resulta que, en el caso de estimadores insesgados, la precision puede
hacerse depender exclusivamente del error de muestreo 0(9).

Comparacion de estimadores sesgados

Para estimadores & sesgados del parametro poblacional &, la magnitud general para analizar su
precision es su error cuadratico medio. Por tanto, para comparar varios estimadores sesgados del
parametro poblacional & en cuanto a precision se utilizara el error cuadratico medio y el
estimador mas preciso sera el que menor error cuadratico medio presente.

Pero en la practica el calculo del error cuadratico medio puede ser problematico.
Por esta razon, cuando se intentan comparar varios estimadores @, del parametro
poblacional 8 todos sesgados, se calcula para cada uno de ellos la cantidad:

siendo mas preciso aquel estimador que presenta una relacion del sesgo al error de muestreo
en valor absoluto mas pequefia. También puede utilizarse el coeficiente de variacién

CV(éi)=a(éi)/ E(6,), siendo més preciso el estimador con menor coeficiente de variacién

(error relativo). Se observa que el denominador del coeficiente de variacion es el valor
esperado del estimador, con lo que el coeficiente de variacidén recoge el efecto de un posible
sesgo en el estimador.

Si los estimadores sesgados a comparar tienen todos sesgo despreciable, es decir,
‘B(Hl.)/ o(b, )‘ <1/10, se compararian como si fuesen insesgados, de acuerdo con lo expresado

en el apartado anterior.

Comparacion de estimadores sesgados e insesgados

Para comparar en cuanto a precision varios estimadores €, unos sesgados y otros

insesgados del parametro poblacional 0, se utilizara el error cuadratico medio, y el
estimador mas preciso sera el que menor error cuadratico medio presente. A veces, ante las
dificultades de calculo del error cuadratico medio se utiliza el coeficiente de variacion
CV(él.)= a(él.)/E(él.) (que contempla el posible efecto del sesgo en su denominador), siendo
mas preciso el estimador con menor coeficiente de variacién (error relativo).
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Si los estimadores sesgados tienen todos sesgo despreciable, ‘B(él.)/ a(é,. )‘ <1/10, se

haria la comparacion global como insesgados de acuerdo con los valores de o(6,).

Cuantificacion de la ganancia en precision de los estimadores

Para medir la precision de los estimadores suele utilizarse el error cuadratico medio,
el error relativo (coeficiente de variacidn) o el error de muestreo (desviacion tipica). En cada
caso, la ganancia en precision estara dada por las respectivas tasas de variacion:

[—E CMG,) _ ljxl 00 (—CV(@ ) _ 1}1 00 (% - 1}1 00
ECM(8,) CV(6,) o)

Al estimar parametros de la poblacion en estudio basandose en la informacion contenida en la
muestra, pueden usarse los valores puntuales de un estadistico basado en la misma, o puede
utilizarse un intervalo de valores dentro del cual se tiene confianza de que esté el valor del
parametro. En el primer caso estamos ante el proceso de estimacion puntual, en el que
utilizamos directamente los valores de un estadistico, denominado estimador puntual, sobre la
muestra dada (estimaciones puntuales), para estimar los valores poblacionales. En el segundo
caso estamos ante la estimacion por intervalos, donde se calcula un intervalo de confianza en
el que razonablemente cae el valor estimado con un nivel de confianza prefijado.

Obtener una estimacion por intervalos (o definir un intervalo de confianza) para un
parametro poblacional & al nivel de confianza « consiste en hallar un intervalo real para el
que se tiene una probabilidad 1- « de que el verdadero valor del pardmetro & caiga dentro
del citado intervalo. El valor 1- « suele denominarse coeficiente de confianza.

Intervalos de confianza cuando el estimador es insesgado

En este caso se persigue estimar el parametro poblacional ¢ mediante un intervalo de

confianza basado en el estimador # insesgado para 6 (E(#) = ). Para estimadores
insesgados, es necesario distinguir entre el caso en que la distribucion del estimador es
normal y el caso en que dicha distribucion no puede asegurarse que sea normal.

a) El estimador 6 tiene una distribucion normal
El intervalo de confianza para el pardmetro poblacional & basado en @ sera:

16— 1,0(6)6+ 2,006 con 4, - F];('O,l)(l _gj

F es la funcion de distribucion de la normal (0,1), y a es el nivel de confianza. Si

realmente es dudoso que £ tenga una distribucion normal, puede utilizarse la distribucion ¢ de
Student con » — 1 grados de libertad para calcular el intervalo de confianza para € que, en este
caso, sera:
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[é—taﬁ(é),éﬂaé(é” con t, =F' (1—%j

F es la funcion de distribucion de una 7 de Student con # — 1 grados de libertad.

b) El estimador 6 no tiene una distribucion normal

El intervalo de confianza, derivado de la desigualdad de Tchevichev, para el parametro
poblacional # basado en € que cubre el valor de & con una probabilidad 1- « (coeficiente

de confianza), sera:
|:é— 0!6!’é+ 0‘!6!:|

Ja ' Ja

Este intervalo suele ser mas ancho que el obtenido cuando la distribucién de 6 es

normal. A medida que € se aleja mas de la normalidad, la anchura de este intervalo es
mucho mayor respecto del obtenido para normalidad. Ya sabemos que una estimacion por
intervalos es tanto mejor cuanto mas reducido sea el intervalo de confianza correspondiente;
de ahi que la propiedad de normalidad sea muy deseable, pues en este caso los intervalos
obtenidos son muy estrechos, lo que implica una buena estimacion por intervalos.

Intervalos de confianza en estimadores sesgados

A

El intervalo de confianza para & basado en el estimador £ en presencia del sesgo no
despreciable B(é)=E(§)—0 es el siguiente:

[é - Aaa(é)— | B(é)\, 0+ /laa(é)— | B(é)|J

Observamos que se trata de un intervalo no centrado en 6 y desplazado en la
cantidad B(é) respecto del intervalo sin sesgo, que debe centrarse situdndonos en la peor de
las circunstancias, es decir, tomando como extremo fijo del intervalo el mas lejano del centro
6, y calculando el otro extremo por equidistancia al centro. Ante esta situacion, la presencia
del sesgo B(é) origina que el intervalo de confianza para € basado en el estimador 6 y

centrado en @, tenga una longitud superior al intervalo cuando no hay sesgo. Por tanto, la
presencia de sesgo conduce a una estimacion por intervalos menos precisa.

El intervalo de confinaza ya centrado sera el siguiene:

[é - Aaa(éL | B(é)\, 0+ Aaa(é)-r \ B(é)|J
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1.1.

PROBLEMAS RESUELTOS

Sobre las regiones que componen un determinado pais se mide la variable X=Numero de
personas activas, obteniendo como resultados 6 millones, 4 millones, 3 millones y 8 millones
con probabilidades iniciales de seleccion 1/6, 1/3, 1/3 y 1/6, respectivamente, para cada
region. Se trata de estimar en millones de personas la cifra media de actividad, extrayendo
muestras de la variable X con tamafio 2 sin reposiciéon y sin tener en cuenta el orden de
colocacion de sus elementos. Para ello se consideran los estimadores alternativos
MEDIANA y MEDIA ARMONICA. Se pide lo siguiente:

1) Especificar el espacio muestral definido por este procedimiento de muestreo, las
probabilidades asociadas a las muestras y la distribucion en el muestreo de los dos
estimadores. Analizar la precision de los dos estimadores. ;Cual de ellos es mejor?

2) Hallar intervalos de confianza para la mediana y la media armdnica basados en la
muestra de mayor probabilidad para un nivel de confianza del 2 por mil (a = 0,002).
Como dato se sabe que F'(0.999)= 3, siendo F la funcion de distribucion de la normal
(0,1). Comentar los resultados relacionandolos con los del apartado 1.

Tenemos un procedimiento de muestreo sin reposicioén en el que no interviene el orden de
colocacion de las unidades en las muestras, con lo que el espacio muestral tendra

4
(ZJ = 6 muestras.

A continuacion se especifican las muestras, sus probabilidades y los valores de los

estimadores mediana A y media arménica X, para cada muestra.

~

A [l

S|Py | M| X,
64 [3/20] 5 |24/5
63) |3/20|9/2| 4
68) | 1/15 | 7 | 48/7
@3 | 1/3 | 7/2 | 2417
48)3/20| 6 |16/3
(38) | 3/20 | 11/2 | 48/11

Dado que no hay reposicion y que no importa el orden de colocacion de los
elementos en las muestras (muestras con los mismos elementos colocados en orden diferente
se consideran la misma muestra), las probabilidades de la columna P(X) se han calculado de
la siguiente forma:

12 21 3

P(6.4) = P64} + P46} = P(O)P(4/6) + PAYP(6/4) = —-Z ==
12 21 3

P(63) = P(63} + P36} = POP(/6) + PRIP(6/3) = — T+ ==
11 11 1

P(68) = P{68} + P{8.6} = P(6)P(8/6)+ PO)P(6/8) = -+ —< ==
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22 22 1
P(4,3) = P{4,3} + P{3,4} = P(4)P(3/4) + P(3)P(4/3) = citeiTs
21 12 3
P(4.8) = P{4.8} + P{8,4} = P(4)P(8/4) + P(8)P(4/8) = T 0
21 12 3
P(3,8) = P{3,8} + P{83} = P(3)P(8/3) + P(8)P(3/8) = Tt 00

Las probabilidades anteriores también pueden calcularse mediante la expresion
P(u) = P(u)P(u/us) + P(u)P(uy/tyP(u)P()/(1-P(w))+P(u)P(w)(1-P(w)) = PiPj/(1-Pi) + PiPj(1-P)).

Las distribuciones de probabilidad de los dos estimadores se calcularan mediante la
expresion ya conocida P'(6 (X, ... X, ) = 1) = z P(S,), de la siguiente forma:

(S, 10(S,(X)=t}

A 3 = 24 3
P"(M =5)=P(6,4) =— PT(X, =) =P(6,4)=—
(M =35) = P(64) = Xy === P64 =—
PT(M=%)=P(6,3)=% PT();(H=4)=P(6,3)=—
PT(M =7) = P(68) = - PT(X =ﬁ)=P(6,8)=i
. 15 ES a 15
M 7 1 X ~ 1
PT(1\2=5)=P(4,3)=E PT()?H——) P(43)——
PT (3 = 6) = P(48) = = PT(X, =10 = P48 ==
3 20
~ 11 3 2 48 3
PT(M =—)=P(38)=— PI(X, =—)=P38) =—

(M =)= PG8) = Xy =) =PGS)

Una vez conocida la distribucion de probabilidad en el muestreo de los dos estimadores
analizaremos si son insesgados o no. Para ello calculamos en primer lugar los valores de la
mediana y media armonica poblacionales como sigue:

M=@4+6)/2=5 X, = 4 =457
1/6+1/4+1/3+1/8

Ahora, para comprobar la insesgadez, hallamos la esperanza de los estimadores:

EGn =542 3 7. LT g 3 L3 _408aX-5
20 220 15 23 20 2 20

E(X )—ﬁ i+4‘i+ﬁ'i+£-l+ﬁ-i ﬁi=437¢X =4,57

5 20 20715733201120
Vemos que los dos estimadores son sesgados y los valores de sus sesgos son:
BV =E(X)-X =478-5=-022  B(X,)=E(X,)-X, =437-457=-02
Ahora calculamos las varianzas de los dos estimadores como sigue:

V(M) = E(M-4,78)% = (5-4,78)° i+( -4,78)° i+(7 478)° —+(——478) -+(6-4,78)2~%

+(——4,78)2 -i=1,19
2 20
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= = 24 3 3 48 1
V(X,)=E(X, -437)" =(—-437)" —+(4-437) —+(—-437)" —
(Xy)=EXy )(5 )20( )20(7 )15
+(ﬁ-4,37)2~l+(£—4,37)2-i+ﬁ-
7 3 °3

(S-—437)° =089
20 11 20

Ya que los dos estimadores son sesgados se pueden hacer las comparaciones a través

A

5
)

del error cuadratico medio, pero antes se deben calcular las cantidades para ver si el

sesgo es 0 no despreciable. Tenemos:

Bl 022 |BX)|_ 02
oM| 119 7 |ox,)| 089

02

Los dos valores son superiores a 1/10, con lo que el sesgo no resulta despreciable en
ningun caso (los dos estimadores son igualmente precisos segiin la razén del sesgo a la
desviacion tipica). Calculamos ahora los errores cuadraticos medios para aquilatar mejor la
diferencia de precisiones y ver realmente qué estimador es mejor.

~ ~ 3 9 3 1 7 1 3011 3
ECM(M)=E(M -5 =(5-5 —+(==5"—+(7-5" —+(= =57 = +(6-5 —+(—-5"—=124
(M) = E( )()20(2)20()15(2)3()20(2)20

2 2 24 3 3 48 1 24 1
ECM(X,)=E(X, -4,57) =(—-4,57 —+(4-4,57 — +(— -4,57)* — + (== -4,57)* —
(Xy) = E(X, )(5 )20( )20(7 )15(7 )3

+(E-4,57)2 -i+ﬁ-(i-4,57)2 =093
3 20 11 20

El mejor estimador resulta ser la media arménica porque tiene menor error
cuadratico medio. Para cuantificar las ganancias en precision calculamos:

123 11900 = 3333
0,93

Se observa que el uso de la media armoénica mejora en un 33,33% la estimacién a
partir de la mediana.

Para calcular los intervalos de confianza par la mediana y la media armodnica

basados en la muestra de mayor probabilidad (4,3), una vez que ya sabemos que son
sesgados con sesgo influyente (no despreciable), utilizamos la expresion:

(6~ 2,000} B(6)1.6:+ 2,0l0)+ 1 B(6)1
Tenemos:

M —[7/2-3J119-1-0,22|, 7/2+3/1,19+|-0,22[] =[0,004, 6,99]
X, —[24/7-3,/089-]-0,2], 24/7+3,/0,89+|-02[]=[0,39, 6,45]

Se observa que el intervalo mas estrecho es el relativo a la media armonica, ya que
es el estimador mas preciso.
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Los célculos pueden automatizarse con EXCEL como sigue:

B Microsoft Excel - 1-1.xls

@_] frchivo  Edicion  Mer  Insertar Formato  Herramientas  Datos  Wentana 7 Escriba una pregunta Sl 15 e
NSH R G &GRS0 BT e e -8 -|N & 8| | € | '_;

J35 - fe

A | B [cjo] E [ F | G | H | [ \ B

1 |PoBLACION Pi S1X 52K P2 PX MEDIA NS MARMONICA
28 =116 6 4 =& =103 =E2*F2i(1-E2+E2*F2i(1-F2) 3 =243
3|4 =113 E 3 =& =113 =E3*F3i(1-E3+E3*F3i(1-F3) =02 4
43 =113 E 8 =B ZiE =E4*F4(1-E4 HEAF4I1-F4) 7 =487
5ls =116 4 3 =G =103 =E5'F5/1-E5)+E5'F541-F5) =Tz =2417
b 4 8 =03 =115 =EG*FEi(1-EG)+EG*FEI(1-FE) ] =163
7 38 =15 =115 =ETFTH-ETHETFTI-FT) =112 =481
9
EN
10 E(MEDIAHA) E{(MARMOHICA) V{MEDIANA} V(MARMOHICA} ECM{MEDIAHA) ECM{MARMOHNIC
11 |MEDIAHAP=  =MEDIANA(A2:A5) =G2'H2 =G212 =G2H2-FEH18)2 =G2H2-FFH1E)"2 =GRHH2-512  =G2H(2-38%12)2
12 |MARMOHNP= =MEDIA.ARMO{A2:A5 =53*H3 =5343 =G3*H3-FEF18)"2 =G3I3-FFH1812 =G3HH3-51"2 =G3(3-58512)"2
13 =G4*H4 =474 =G4*(HI-$EF18)"2 =G4H{4-$FF15)"2 =GEHA-E2  =GI(4-$B512)°2
14 =i35*H3 =i5543 =G3*HI-IEF8)"2 =G5%15-BFH1E°2 =G3*(H5-51"2 =G34(15-5881 2)"2
18 =GE*HE =GEME =GE(HE-JE13)"2 =GEYIE-F18)°2 SGEFHE-S)?  =GEHIE-FEH 22
16 =GT*HT =677 =GTHHT-$EH18)"2 =GTHIT-$FH1E)"2 SGTHHT-S)2  =GTH(I7-$8512)2
17
18 =SUMA(ETT:E16) =SUMA(F11:F16) =SUMA(G11:G16) =SUMA{H11:H16) =SUMA(I1:116)  =SUMA{J11:J16)
19
20
21 |B(MEDIANA)=  =E18-B11
22 |BMARMON)=  =F18-B12
23
24 | |B/o|(MEDIAHA)= =ABS(B21RAIZ(G18))
25 ||B/o|(MARMON)= =ABS{B22 RAIZ(H18))
26
27 |GANANCIAPRE= =(18/J18-1)'100 INTERVALOS CONFIANZA
26 |I_CONF(MED)= =§H$5-3'RAIZ($G$18)-ABS($B521) =3H$5+3'RAIZ($GH18)+ABS($B421)
29 |I_CONF(MAR)= =41$5-3'RAIZ($H$18)-ABS($B$22) | =$155+3'RAIZ($H$18)+ABS($B$22)
30 v
W 4 » M\ Hojal { Hoja2 f{ Hojaz / 3 >
Lista

Los resultados son los siguientes:

B9 Microsoft Excel - 1-1.xIs ] E
@_] Archivo  Edicion  Ver Insertar Formato  Herramientss Datos  Ventana 2 Escriba una pregunta -8 X
R A NI N RN AN N R W Al N Eénnal -0 -|N K SIEEEHEE H-A-
J35 - f
A [ 8 [c]o|] E | F | & | H | [ \ J &
| 1 |POBLACION Pi S1¥ 82K P P2 PX MEDIANA MARMOMICA
| 2 | 6 0,1666667 G 4| 0,1666E667  0,333333333 0.15 5 48
L3 403333333 B 3 D,1BBBEBEY  0,333333333 0,15 45 4
| 4 | 303333333 B 8| 0,16666667 7 0166666667 O OBEEEE667 7 6857142857
L4 5 0,1666667 4 3| 0,33333333 0333333333 0,333333333 38 3428671420
| 6 | 4 8 033333333 0,16BBREEET 0,15 5 5333333333
| 7 | 3 g 0,33333333 0,166666667 0.15 55 4363636364
8
EN
10| E(MEDIANA) E(MARMONIC/V(MEDIANA) V(IMARMONICA} ECM{MEDIANA)  ECM{MARMONICA)
| 11 |MEDIANAP= 5 07s 072 0007041667 0027151736 0 0007836735
| 12 |MARMONICAP= 4,5714286 0675 05 0012041667 0021042645 0,0375 0048975552
| 13 | 046666667 0457142857 0,327574074 0.4108585991 0266666667 0,34528932
|14 | 1,16666667  1,142857143 0,548981481 0,208288253 078 043537415
| 15 | 02 04 0222041667 0,137891128 015 0,08707483
|16 | 0825 054545455 0077041667 1,78512E-05 0,0375 0,00647664
17
18 | 4,78333333  4,374545455 | 1,194722222 0,895278304 1,241666667 0,934041266
19
20
| 21 |B{MEDIANA}= 0,216667
| 22 |B{MARMONICA)= 0,196883
74
| 24 ||B/o|(MEDIANA}= 0,1982251
| 25 ||B/o|{MARMONICA)= 0,2080796
26
| 27 [GANANCIA _PRECISION= 32,934883 INTERVALOS | CONFIANZA
| 28 ||_CONFIANZA(MEDIANA)= 0,004232847 6,995767153
| 29 ||_CONFIANZA(MARMONICA)= 0,393113891 6,464028966
30
(31| v
W 4 » Wl Hojal {Hoja2 / Hojaz / < >
Lista
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1.2.

Dada la poblacion {U;, U,, Us, Uy, Us} seleccionamos muestras de tamafio 3 por el siguiente
método de muestreo: De un recipiente que contiene tres bolas numeradas del 1 al 3 se
extraen al azar dos bolas mediante muestreo aleatorio sin reposicion con probabilidades
iguales, y a continuacién, de otro recipiente con dos bolas numeradas con el 4 y el 5 se
extrae una bola. Se supone que extraer la bola i-ésima equivale a elegir para la muestra la
unidad U;. Consideramos los estimadores por analogia siguientes:

T, = Proporcion de subindices pares en la muestra

7, = Total de subindices impares en la muestra

1) Hallar las distribuciones en el muestreo de 7, y 7, y sus varianzas, sesgos y errores
cuadraticos medios.

2) Comparar las precisiones de los estimadores anteriores cuantificando las ganancias en
precision tanto por la via de la estimacion puntual como por la via de la estimacion por
intervalos al 95%. Comentar los resultados.

Para hallar el espacio muestral asociado a este procedimiento de muestreo consideramos la
urna U, con tres bolas y la urna U, con dos bolas.

1, 2, 3 4, 5
U] U2

Como en la urna U; seleccionamos dos bolas sin reposicion, las posibilidades son
(4, 4y), (41 43) y (4, A;3). Como para cada par de bolas seleccionadas de la urna U, se
selecciona una bola en la urna U,, las posibles muestras de tres elementos seran (4; 4, A4),
(A1 A As), (A1 A3 As), (A1 A3 As), (A2 A3 As) y (4r A3 As).

Las probabilidades de las muestras se calculan como se indica a continuacion:

P(4, A> As) = P(4, A /U)P(A4/Us) + P(Ay A//U)P(AJ/UL) = Pi(A1)P1(A2/A)Py(As) +
P1(A YP1(Ay | A)Po(As) = (1/3)(1/2)(172) + (1/3)(1/2)(1/2) = 1/6

P(4, 4y As) = P(4; Ay/U))P(As/Uy) + P(Ay A1/U)P(As/Us) = Pi(A4, )P1(Ax/A1)Pa(As) +
P(Aa)Py (A1 A2)Ps(As) = (1/3)(1/2)(1/2) + (1/3)(1/2)(1/2) = 1/6

El célculo de las probabilidades de las restantes muestras es similar, y el valor es 1/6
para todas ellas; es decir, estamos ante un método de seleccion con probabilidades iguales. Ya
podemos formar la tabla con las muestras del espacio muestral S X, sus probabilidades P; y los

valores de los dos estimadores del problema sobre las mismas fl y T ., datos que van a

permitirnos el calculo de las distribuciones en el muestreo de los estimadores. En el siguiente
cuadro se especifican las muestras, sus probabilidades y los valores de los estimadores para cada
muestra.
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S X | pi | T, |T,
A A, A, (176 [2/3 |1
A 4,45 |1/6 [1/3 | 2
A, 454, |1/6 [1/3 | 2
A, 4545 [1/6 |0 3
A, A4, [1/6 [2/3 |1
A, A 4, [1/6 [1/3 | 2

Las distribuciones de probabilidad de los dos estimadores se calcularan mediante la
expresion ya conocida P'(4 (X1, ...,.X, ) =1) = z P(S,), de la siguiente forma:

{8, /6(S;(X))=t}

5 11 . 11

PT(T=2/3)=2-—=— P (T=1)=2—=—

(T, ) 63 (T=1) 53

FiPT (G =13=3- L1 flprogo3l L

1 P T 6 2 ! T2
~ 1 R 1
PT(T1=0)=E PT(Tz=3)=g

Una vez conocida la distribucién de probabilidad en el muestreo de los dos estimadores
analizaremos si son insesgados o no. Para ello calculamos en primer lugar los valores de la
proporcion de subindices pares de la poblacion 6, y del total de subindices impares de la poblacion

6, que son los pardmetros que estamos estimando con los estimadores 7, y 7,, respectivamente.
Se tiene:

6=2/3 6=3

Ahora, para comprobar la insesgadez, hallamos la esperanza matematica de los
estimadores tal y como se indica a continuacion:

+0-—=7/18=0,388888888=2/5=4,

A
6
. 1 1 .1
E(T,)=1-—+2-—+3-—=11/6=1,8333333333=3 =6
: 377276 :

El estimador f"l es sesgado con sesgo B(f‘l) = E(ﬁ) -6=7/18 - 2/5 = -1/90 =
-0,0111, y el estimador f‘z también es sesgado con sesgo B( fz) = E( fz) -6=11/6 -3 =
-7/6 = -1,16666. Las varianzas de los estimadores son:

~ 2 5 1 1 ) 1 2 1
V(T,))=(=-0,388)% - —+ (= —0,388)% -— + (0 — 0,388)% - — = 0,0524

(7)) (3 ) 3 (3 ) 5 ( ) p
V(T,)=(1-1833)" %+ (2 -1,833)? %+ (3-1,833)? %= 0,4722

Con lo que las desviaciones tipicas valdran:

o(T,) =4/0,0524 =0,2289 y o(T,) =4/0,4722 = 0,687
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Como |B( YA’I )/G(f1 )| = 0,0485 < 1/10, el sesgo del estimador f"l es despreciable, por lo
que este puede considerarse a todos los efectos insesgado. Como |B( T 5 )o( T ) =1,69 > 1/10

el sesgo del estimador f’z no es despreciable, y como un estimador es sesgado y el otro

insesgado, la comparacion de estimadores puede hacerse a través de los errores cuadraticos
medios. Tenemos:

1

a 2 2 1 2 1 2 1
ECM(T)=(=-04)"=+(=-04)"-—+(0-0,4)" - —=0,0526
() (3 ) 3 (3 ) o+ ) S

ECM (T,) = (1-3)* %+(2-3)2 %+(3—3)2 %=1,833

Se observa que el error cuadratico medio de 7, es practicamente igual que su
varianza, dado que es practicamente insesgado. Evidentemente el mejor estimador es 7;,
pues su error cuadratico medio es mucho menor que el de 7,. La ganancia en precision por

usar 7, envezde 7, es:
GP = (EMC(T, )/EMC(T,) - 1)*100 = (1,833/0,0526 — 1)*100 = 3385,9%
Para hallar un intervalo de confianza para 7:1 (que es insesgado) basado en la primera
muestra y suponiendo normalidad en la poblacion se utilizara la férmula:
(7, - 2,007, | T; + A,0{T; )| =[2/3-1.96%0229, 2/3+1.96%0229]=[0217,1.15]

Para el resto de las muestras se realizan calculos similares.

Se puede suponer normalidad en la poblacion porque el coeficiente de asimetria g; y el
coeficiente de curtosis g, de fl caen en el intervalo [-2,2]. El coeficiente de asimetria depende

del momento de tercer orden centrado en la media m3 y el coeficiente de curtosis depende
del momento de orden 4 centrado en la media m4 y se calculan como sigue:

g;=m3/0° = -0,0027/0,229° = 0,22
g,=m4/c*-3 = -0,0058/0,229* -3 = 0,89

m3(T)) = (% -0,388)° %+ (% -0,388)° -%+ (0-0,388)° - —=0,22

A= =

m4(T,) = (% -0,388)" %+ (% -0,388)" -%+ (0-0,388)* - —=-0,89

Si no hubiera habido normalidad, el intervalo de confianza para TA"I se habria calculado
como sigue:

T
of 1)}{2/3— 0.229 57342229 | _10.357,1.69]

10,05 40,05

Se observa que el intervalo de confianza para 7; sin existir normalidad es mas ancho,
es decir, es menos preciso.
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Para hallar un intervalo de confianza para 7, (que es sesgado) basado en la primera
muestra, realizamos los siguientes calculos:

(7, - A0l - | B )1, 5y + 2,007 J+ | BT, ) [1=[1-1.96%0.687+0.16,1+1.96%0.687+0.16] = [1.513 3.513]

Se observa que el intervalo de confianza del estimador menos preciso es mas ancho.
Los célculos pueden automatizarse con Excel como sigue:

B3 Microsoft Excel - 1-2.xls
@_] Archivo  Edicién  Wer  Insertar Formato  Herramientas  Datos  Wentana 7
PN EH 3G &R S o B e [ -8 -|N & s|=

H35 - e

A [ B [ & [ D I E I F I G | H [=

1 |UMD&DES DE L& POBLACION B3 P PROPORCION TOTAL
[ 2 |1 A14284 =116 =273 1
[3 |2 A1A285 =116 =173 2
ENE A14384 =15 =173 2
A 214385 =115 0 3
(B |5 24384 =115 =213 1
[ 7 | 24385 =115 =113 2
g
&)
10 E(PROPORCION) E(TOTAL) V(PROPORCIOHN) V(TOTAL} ECM(PROPORCION) ECM(TOTAL)
11 |PROPORCIONPOBLAC= =2/5 =E2*F2 =E2*G2 =E2%F2-CH &2 =E2*(G2-50F18)"2 =E2*(FZ-3BF111"2  |=E24(G2-38512)°2
12 |[ToTALPOBLAC= 3 =E3F3 =EFG3 =E3F3-$CH181°2 =E3(G3-50F18)"2 =EF(F3-3B§11)"2  |=E3°(G3-§8%12)°2
13 =E4°F4 =E4°G4 =E4"(F4-$CH181"2 =E4°(G4-F0F18)"2 =E4"(F4-3B§11)"2  |=E4°(G4-38%12)°2
14 =ES°F5 =E5°GS =E5(F5-$CH181°2 =ES*(G5-F0F18)"2 =ES"(FS-3B§11)"2  |=E5°(G5-38%12)°2
15 =EE*F5 =EE'GE =EBHFE-FCHIE)2 =EB*(GE-FDF15)"2 =EE*(FE-3BF111'2 | =EE*(GE-§B512)°2
16 =ETF7 =ET*GT =ETHF7-FCHIE)2 =E7HG7-F0F18)"2 =E7THFT-3B31112  |=E74(G7-§B512)°2
17
18 =SUMA(C11:C16) =SUMA(D11:D16) =SUMA(E11:E16) =SUMA(F11:F16) =SUMA(G11:616) | =SUMA(H11:H16)
19
20
21 |B(PROPORCION)= =C13-B11
22 |B(TOTAL)= =D18-B12
23
24 | |Biol(PROPORCION)= =ABS(B21RAIZ(E18)]
25 | Biol(TOTAL)= =ABS(B22 RAIZ(F18)]
26
27 |GANANCIA _PRECISION=  =(H13/G13-1)'100 INTERVALOS CONFIANZA
28 |I_CONFIANZA(PROPORCION] =$F$2-1,96'RAIZ($E$18) =$F$2+1,96'RAIZ(EH13)
29 ||I_CONFIANZA(TOTAL)= =$G$2-1,96'RAIZ($F$18)-ABS($| =$G$2+1,96*RAIZ($F$18) +ABSY:
a0 v
W 4 v WM\Hojal / Hoja2 / Haja3 / ¢ | %
Lista

B3 Microsoft Excel - 1-2.xIs

@_] Archivo  Edicidn  Ver Insertar Formato  Herramientas Datos  Wentana 7 Escriba una pregunta i P
N H G s BB Fla - BN e w10 <N & s |E H e E| s 0 A M
D31 ~ F
A [ 8 | c \ D \ E \ F | G | H &
| 1 |UNIDADES DE LA POBLACION 5K P PROPORCION TOTAL
[ 2 | 1 ATAZAY 0,166666E67 0 BEEEBEEE? 1
3] 2 AlAZAL 0,166666667 0,333333333 2
4 | 3 ATATAY 0,166E66667 0333333333 2
L& | 4 AlAIAS 0,166666667 1] 3
| 6 | ] AZATAL 0,166666667 0 BEEEEEEET 1
| 7 | AZATAG 0,1666660667 0,333333333 2
g
5 | : , :
(10| . E{PROPORCION) E(TOTAL}  V{PROPORCION) VTOTAL) ECM{PROPORCION) ECMTOTAL}
| 11 |PROPORCIONPOBLAC= 04 0111111111 0,166666667 0012860082 0115740741 0,011851852 0 BEEEEEEET
| 12 |TOTALPOBLAC= 3 0065665666 0,333333333 0000514403 000462963 0,0007407 41 0,1B6EBERET
| 13 | 0,055555556  0,333333333 0000514403 000462963 0,0007 40741 0,166666667
14 | i] 05 0025205761 0,726851852 0,(26EBERET 0
| 16 | 0,111111111  0,166666667 0012860082 0115740741 0,011851852 0,6b6EEEGEET
| 16 | 0055555556 0,333333333 0000514403 000452953 0,0007407 41 0,166E66667
17
| 18 | 0,388888889  1,833333333 0,052469136 0472222222 0,052592593 1,833333333
19
0]
| 21 |BPROPORCION)= 0,011111
| 22 |B(TOTAL}= -1,166667
23
| 24 ||B/ol|(P RDPORCION)= 0,0485071
| 25 ||B/ol(TOTAL)= 1,6977494
26
Z GANANCIA _PRECISI()N= 3385,9155 INTERVALOS CONFIANZA
| 25 ||_CONFIANZA(PROP ORCION)= 0.217706276 1,115627057
| 29 ||_CONFIANZA(TOTAL)= -1,.513547838 3513547838 2
a0
W 4 v W Hojal { Hoja2 f Hojas / | »
Lisko
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1.3. En una poblacion de 3 unidades numeradas {U;, U,, U3} se extraen muestras de tamafio 2
mediante el siguiente método de muestreo: Se extraen al azar 2 bolas de una urna que
contiene 6 bolas (tres con el nimero 1, dos con el nimero 2 y una con el nimero 3), y se
extraen de la poblacion las dos unidades que tengan los mismos nimeros que las dos bolas
extraidas. Se pide:

1) Considerando la extraccion de las bolas en la urna con reposicion y el estimador por analogia
T= Numero de unidades distintas en las muestras, hallar su distribucion en el muestreo
analizando su precision. Obtener una estimacion puntual del numero de unidades distintas en
la poblacion y otra por intervalos al 99,8% de confianza (F'(0,999) = 3) basandose en la
muestra de mayor probabilidad.

2) Contestar a las preguntas del apartado anterior suponiendo que la extraccion de las bolas en la
urna sin reposicion. Comparar las estimaciones en los dos casos comentando los resultados.

Para hallar el espacio muestral asociado a este procedimiento de muestreo sin reposicion
consideramos la urna U con 6 bolas (tres con el nimero 1, dos con el nimero 2 y una con el
numero 3).

Como en la urna U seleccionamos dos bolas sin reposicion, las posibilidades son
(1,1), (1,2), (1,3), (2,2) y (2,3).

Las probabilidades de las muestras se calculan como se indica a continuacion:

32 1
PLY =P +P1/)=>Z=—
L) =AM+ HAD=—2=3
32 23 2
P(1,2) = P{1,2} + P21} =P (DP,(2/ 1)+ PL(2Q)P,(1/2) = =- 2+ =- ===
65 65 5
3113 1
P(13)= P{13} + P31 =P(HP,3/)+ PP, (1/3) == —+—- = =—
65 655
P22 =PQ) P2y 1L
B 65 15
21 12 2
P(23)= P23+ PBY = RORG/D+ AORQ/) =2 s+ T=15

Los indices 1 y 2 de las probabilidades indican primera y segunda extraccion,
respectivamente. Las barras inclinadas indican condicionada a que se haya obtenido en la
primera extraccion el numero que aparece en el denominador.
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Ya podemos formar la tabla con las muestras del espacio muestral S X, sus
probabilidades P; y los valores del estimador 7 del problema sobre las mismas, datos que nos
van a permitir el calculo de la distribuciéon en el muestreo del estimador. En el siguiente

cuadro se especifican las muestras, sus probabilidades y los valores del estimador para cada
muestra.

Muestras
S X | Pi |T
(sin reposicon ) -

1 (L,1) /5 |1
2 (1,2) | 2/5 |2
3 13) | 1/5 |2
4 (2,2) | 1/15 |1
5 (2,3) [2/15 ]2

La distribucion de probabilidad del estimador en el muestreo se calcularan mediante
la expresién ya conocida P'(6 (X, ...,.X, ) =) = ZP(SI.), de la siguiente forma:

{8,/6(S, (X )=t}
PT(T=1)=l+i=i
T 5 15 15

2 1 2 11
PI(T=2)="4+—+—=—

5 5 15 15

Una vez conocida la distribucion de probabilidad en el muestreo del estimador
analizaremos si es insesgado o no. Para ello observamos que el valor del nimero de unidades
distintas en la poblacién es 6 = 3, que es el parametro que estamos estimando con el estimador T.

Ahora, para comprobar la insesgadez, hallamos la esperanza matematica del estimador
tal y como se indica a continuacion:

E(T) =1'%+2-%=26/15 =1,7333333333=3=¢

El estimador 7T es sesgado con sesgo B(T)=E(T) -6 = 26/15-3 = -19/15 = —1,26666.
La varianza del estimador es la siguiente:

V(T)=(1-1,733)* -% +(2-1,733)? % =0,1955

Con lo que las desviaciones tipicas valdran:

o(T) = /0,1955 = 0,442

Como |B(T)/a(T)| = 1,266/0,442 = 2,864 > 1/10, el sesgo del estimador 7 no es
despreciable, por lo que calcularemos su precision mediante el error cuadratico medio.
Tenemos:

4 11
ECM(T)=(1-3)>—+(2-3)—=18
(T)=(1-3) T ( ) T
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Para hallar un intervalo de confianza para T (que es sesgado) basado en la segunda
muestra (que es la de mayor probabilidad), realizamos los siguientes calculos:

[T - 4,0(T)-|B(T)|, T + A,0(T)}+| B(T)[]=[2 - 3%0,442— 1,26 + 3% 0,442 +1,26] =[-0,593, 4,593

Los calculos pueden automatizarse con Excel como sigue:

B Microsoft Excel - 1-3-1a.xls

@_] Archivo  Edicion ¥er  Insertar  Formato  Herramientas  Dabos  Wenbana 7 Escriba una pregunta E=E
INESHR @6 RB Fa B 0e fime -8 -|N &S |E SR -h-A- M
E33 A 5
A | B | C [ o | E | F | X
| 1 |UNDADES DE LA POBLACION 5K P T
(20 [1.11 =1i5 1
N [1.2 s 2
ERE E] =15 2
[&] 221 =115 1
| B | [23] =215 2
7]
8
7]
10| E(T) (T ECI(T)
11 o= 3 =E2F2 =E2F2-§CH18)2 =EZ(F2-56911)2
112 | =E3F3 =E3F3-$CH 82 =E3*(F3-3B511)"2
| 13] =E4*F4 =E44F4-CH 82 =E4*(F4-3B11)°2
[ 14] =E5*FS =ESHFS-$CH 812 =ESH{(F5-3B%11)2
15 | =EB'FE =ERHFE-§CH B2 =E6*(FB-5B$11)2
16|
17|
[ 18] =SUMA{(C11:C16) | =SUMA(D11:D16) =SUMA(E11:E16) =SUMA(611:6516)
19
0]
21 |B(T)= =C18-B11
| 22 |IBis|(T)= =ABS(B21RAIZ(E13))
23 | INTERVALOS CONFIANZA
| 24 |I_CONFIANZA(T)= =$F§3-3'RAIZ($E$18)-ABS($B$21) =$F$3+3'RAIZ(JE}18)+ABS($B$21)
W 4 M Hojal/ Hoja2 f Hoad / lie ) %

E3d Microsoft Excel - 1-3-1

@ Archiva  Edicidn ¥er  Insertar  Formato  Herramientas Datos  Ventana 2 - - F X
DR | ¢ B2@E- < S M (2 7 aal .10 - W ¥ 8 =E== =€ »
27 - A
A B C [m} E F G il
1 |UNIDADES DE LA POBLACION S X PX T —
2 1 [1.1] 0z 1
3 2 nz1 - 0.4 2
4 3 [1.3] oz e}
i [2.2] 0,0E56666667 1
=} [2.3] 0,133333333 2
7
a
a
10 E(M V(M) ECM(T)
11 o= 3 [} 0,107555556 0sg
12 0.5 0,025444444 0.4
13 0.4 0,074222222 02
14 0 066666667 0,035851852 0, 266666667
15 0 266666667 0,009451 451 0,133333333
=3
17
18 1.733333333 LI} 0.195555556 1.8
19
20
21 |B(T)= -1,266667
22 ||Biol(M)= 2.8643578
23 INTERVAL OS CONFIANZA
24 |I_CONFIANZA(T)= 0,593316583 | 4,59331656
25 -
4 4 » »i[Hojal { Hoja2 4 Hojaz / [« S

Cuando en la urna U seleccionamos dos bolas con reposicion, las posibilidades
son (1,1), (1,2), (1,3), (2,2), (2,3) y (3,3).
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Las probabilidades de las muestras se calculan como se indica a continuacion:

P(L1) = P(1)- p(1)=§ %_%
,3.2_1
P(L2) = 2P()- PQ) =2 T =
;311
P(13) = 2P()- PB) =2 =
P(2.2) = P(2)- p(2)=2 %=l
P(23) = 2P(2)- P(3) = % %%
111
P(3,3) = P(3)- P(3)_g Py

Ya podemos formar la tabla con las muestras del espacio muestral S X, sus
probabilidades P; y los valores del estimador T del problema sobre las mismas, datos que nos
van a permitir el calculo de la distribucion en el muestreo del estimador. En el siguiente
cuadro se especifican las muestras, sus probabilidades y los valores del estimador para cada
muestra.

Muestras
S X | Pi |T
(con reposicion ) -

1 Ly [ 1/4 |1
2 (1,2) | 1/3 |2
3 1,3) | 1/6 |2
4 (2,2) | 1/9 |1
5 23) | 1/9 |2
6 33) |1/36 |1

La distribucién de probabilidad del estimador en el muestreo se calcularan mediante
la expresion ya conocida P'(6(Xi, ...,.X, ) =1) = Z P(S,), de la siguiente forma:

(S, 16(S,(X))=t}
Prr=n=tili LT
T 4 9 36 18
Prr-g-tily il
3 6 9 18

Una vez conocida la distribucion de probabilidad en el muestreo del estimador
analizaremos si es insesgado o no. Para ello observamos que el valor del numero de unidades
distintas en la poblacion es 8 = 3, que es el parametro que estamos estimando con el estimador 7.

Ahora, para comprobar la insesgadez, hallamos la esperanza matematica del estimador
tal y como se indica a continuacion:
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E(T)=1-l+2-E=29/18=1,611111#3=0
18 18

El estimador T es sesgado con sesgo B(T)=E(T)-0 = 29/18-3 = -25/18=-1,3888. La
varianza del estimador es la siguiente:

V(T)=(1-16111) -%+ (2-1,6111)* -%= 0,237

Con lo que las desviaciones tipicas valdra:

o(T) = /0,237 = 0,486

Como |B(T)/o(T)| = 1,388/0,486 = 2,85 > 1/10, el sesgo del estimador T no es
despreciable, por lo que calcularemos su precision mediante el error cuadratico medio.
Tenemos:

ECM(T)=(1-3)* -%+ (2 -3)? -%= 2,1666

Para hallar un intervalo de confianza para T (que es sesgado) basado en la segunda
muestra (que es la de mayor probabilidad), realizamos los siguientes calculos:

[T-A,0(T)-|B(T)|,T +2,0(T)+| B(T)|]=[2-3%0,486-1,38+3%0,486+138] =[-0,851 4,85]]

Los calculos pueden automatizarse con Excel como sigue:

3 Microsoft Excel - 1-3-2a.xis E
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@ |
El
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Z5
Ed
7 | ¥
W« » w\Hojal / Hoja2 / Hojas / £ | b
Listo
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1.4.

B2 Microsoft Excel - 1-3-2a.xis
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W <4 » »Hojal ¢ Hoja2 { Hojas / |< £ |
Listo

Para comparar las estimaciones con y sin reposicidn observamos los errores
cuadraticos medios, resultando que el método sin reposicion tiene menor error cuadratico
medio, lo que indica que es mejor método de estimacion.

La ganancia en precision por trabajar sin reposicion en vez de con reposicion se
cuantifica como sigue:

GP = (EMCcr(T)/EMCsg(T) - 1)*100 = (2,1666/1,8-1)*100=20,37%

Se ve que la precision mejora un 20,37% en caso de usa seleccion sin reposicion.
Ademas, también se observa que el intervalo de confianza del estimador menos preciso (con
reposicion) es mas ancho.

Con la finalidad de ensayar el analisis de la divisibilidad en una poblacion numérica,
consideramos una poblacion virtual finita con 6 elementos U = {12, 13, 17, 23, 6, 1}.
Mediante un método de muestreo aleatorio con probabilidades iguales y sin reposicion se
extraen muestras de tamafio 2 sin tener en cuenta el orden de colocacion de sus elementos.

1) (Cuantos elementos tiene el espacio muestral? Especificar dicho espacio muestral y las
probabilidades asociadas a las muestras.

2) A partir de las muestras del espacio muestral se trata de estimar el parametro poblacional
PROPORCION DE NUMEROS PRIMOS mediante el estimador por analogia y el
parametro poblacional TOTAL DE NUMEROS PRIMOS mediante el estimador de
expansion de la proporcion por el tamafio poblacional (producto del estimador de la
proporcion por el tamafio poblacional). Hallar la distribucion en el muestreo de dichos
estimadores. ;Qué estimador es mejor? Comparar el estimador de expansion del total
con el estimador por analogia.

3) Hallar intervalos de confianza al 99% (a = 0.01) para el total y la proporcion de
nimeros primos en la poblacidn, basados en las muestras cuyos dos elementos son
numeros no primos. Tenemos como dato conocido que F'(0.995)= 2.57, siendo F la
funcién de distribucion de la normal (0,1). Comentar los resultados.

Como se trata de muestreo aleatorio sin reposicion en el que el orden de colocacion de
los elementos en las muestras de tamafio 2 no interviene, el nimero de muestras posibles sera:
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B

Por otra parte, en este problema estamos considerando la clase 4 de los numeros
primos, con lo que asociaremos a los U, los 4; que valen cero cuando U; no es primo y valen
uno cuando U; es primo. Luego sobre el conjunto U—{2, 13, 17, 23, 6, 1} se mide la variable
A y se obtiene el conjunto 4,—{0, 1, 1, 1, 0, 1}. Al tratarse de muestreo aleatorio sin
reposicion y probabilidades iguales, las probabilidades iniciales de seleccion de los elementos
de la poblacion para la muestra valdran P(u;) = 1/6,i =1, ..., 6 y la probabilidad de cualquier
muestra puede hallarse mediante la expresion:

P_X = P(Mi, Mj) = P(UZ)P(T/IJ/UZ) + P(UJ)P(T/I/UJ) = P(UZ)P(T/IJ)/(I—P(UZ)) + P(UJ)P(Z/IZ)/(I—P(HJ))) =
(1/65/(1-1/6) + (1/69)/(1-1/6) = 2(1/6%)/(1-1/6) = 1/15

Se observa que las probabilidades de las muestras seran todas iguales a 1/15. Luego
estamos ante un método de seleccion con probabilidades iguales y muestras equiprobables.

A continuacién se presenta la tabla que contiene el espacio muestral, las
probabilidades de las muestras y la distribucion de los estimadores.

.| TOTAL(A=6P) TOTAL (T =2 P)
st X | s2x P X PROPORCION ( P) EXPANSION MUESTRAL
0 1 115 0,5 3 1
0 1 1/15 0,5 3 1
0 1 1/15 0,5 3 1
0 0 115 0 0 0
0 1 115 0,5 3 1
1 1 1/15 1 6 2
1 1 1/15 1 6 2
1 0 115 0,5 3 1
1 1 115 1 6 2
1 1 1/15 1 6 2
1 0 1/15 0,5 3 1
1 1 115 1 6 2
1 0 115 0,5 3 1
1 1 1/15 1 6 2
0 1 115 0,5 3 1

Las distribuciones de probabilidad de los dos estimadores se calcularan mediante la
expresion ya conocida P'(6 (X, ..., X, ) =1)= z P(S,), de la siguiente forma:

{5, 16(8,(X)=1}

PT(P=T)=6-=2 PT(A=6)=6-L_2 Pr(F=2)-6-1=2
15 5 15 5 15 5
13PT(13=1/2)=8-i=§ 21PT(21=3)=8-i=§ fPT(f=1)=8-i=ﬁ
15 15 15 15 15 15

A 1 . 1 A 1

PT(P=0)=— PT(4=0)=— P (T=0)=—

(P=0)=— (4=0)=— (I'=0)=—




Muestreo estadistico: conceptos, estimadores y su distribucion 25

Una vez conocida la distribucion de probabilidad en el muestreo de los estimadores
analizaremos si son insesgados o no. Para ello calculamos en primer lugar los valores de la
proporcién de numeros primos de la poblacion 6, = 2/3 y del total de nimeros primos de la
poblacion & = 4.

Ahora, para comprobar la insesgadez, hallamos la esperanza matematica de los
estimadores tal y como se indica a continuacion:

A 2 1 1
E(P) =1._+_-§+0—=2/3 =O,6666=61
5 215 15

A2 8 1] 5
E(A)=6-2+43-—+0-—=6E(P)=4=06
(4) s30T (P) )

E(T) 22080 =2E(P)=4/3=133333=4=0,
515 15

Se observa que P es insesgado para 6y Ade insesgado para 6. El estimador T es
sesgado para 6 con sesgo B(T) = E(T) - 6=4/3 - 4 =-8/3 = -2,66. Para calcular las
varianzas de los estimadores se tiene en cuenta que A=6P y que T=2P.

V(P) = (1-0,666) —+(——O666) —+(0 0,66)> —5=0088888

V(A)=V(6P)=36V(P)=32
V(T)=V(2P)=4V(P) =035555
Con lo que las desviaciones tipicas valdran:
o(P)=40,088888 = 0,298, o(4)=+/3,2 =1,7888y o(T) =+/0,35555 = 0,596

Como los estimadores P y 4 son insesgados, su varianza coincide con su error cuadratico
medio, por lo que su precision se mide a través de la varianza. De esta forma, el estimador P para
estimar 6, es mas preciso que el estimador A para estimar 6 por tener menor varianza.

Como |B(f )/G(f )| = 4,46 > 1/10, el sesgo del estimador T no es despreciable y al

compararlo con A4 tenemos un estimador sesgado y el otro insesgado. La comparacién debe
hacerse a través de los errores cuadraticos medios. Tenemos:

ECM(f)=(1—4/3)2-§ (5—4/3) +(0-4/3)2-— =0,53333> ECM(A) = V(A4) = 3,2

Se observa que el error cuadratico medio de T es mayor que la varianza de A , luego

A es més preciso que T para estimar 6. Por lo tanto, el estimador de expansién del total es
mas preciso que el estimador por analogia.

Para el calculo de las estimaciones por intervalos (intervalos de confianza de los
estimadores) es util poder suponer que A se distribuye normalmente. Como el coeficiente de
asimetria de A vale —0,96 y el de curtosis —1,87, puede ser logico suponer la normalidad, ya que
ambos coeficientes se encuentran en el intervalo [-2,2]. Sin embargo, como el extremo inferior
estd muy cerca de —2, para aceptar esta suposicion serd necesario realizar un contraste formal de
normalidad. Por lo tanto, hallamos los intervalos de confianza bajo las dos hipdtesis (normalidad
y no normalidad en la poblacion).
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Los coeficientes de asimetria g; y curtosis g, de 4 se calculan como sigue:

1[ 3 3
La0-2/37 +aa-2/3y]
m__6 ~=0,968

g1 ="—73*=
[\/2[2(0-2/3)2+4(1-2/3)2])

o

1 4 4
" 6[2(0-2/3) +4(1-2/3) ]
gr=—7-3=

(e 1 4
[\/6[2(0-2/3)2 +4(1-2/3)2]]

-3=-1875

Supuesta la no normalidad de A, para hallar un intervalo de confianza para la

proporcion P al 99%, basado en la tnica muestra (0,0) correspondiente al unico par de
elementos ambos no primos (12,6), utilizamos el intervalo:

5 o(P) 5 oP)
{P E,P+£}

Si se hubiera supuesto normalidad el intervalo de confianza para P al 99% seria:

[ o 0.298 0,298

- ,0 =[-2.98,2.98
0,01 +\/0,01} [ ]

[P - A,0(P), P+ A,0(P)=[0-257-0,298,0+ 2,57 -0,298] = [- 0.766, 0.766 |

Se observa que el intervalo de confianza en presencia de normalidad es mas estrecho
(mas preciso) que sin normalidad.

Dada la no normalidad de A, para hallar un intervalo de confianza para el total de

clase A al 99%, basado en la unica muestra (0,0) correspondiente al tinico par de elementos
ambos no primos (12,6), utilizamos el intervalo:

Ja e |7 Yoot oo

P_a(A) p a(A)}_{O L7888 L7888 | 1 e o]

Si se hubiera supuesto normalidad el intervalo de confianza para A al 99% serfa:
[A-A,0(4), A+ A,0(A)=[0-2,571,7888,0 + 2,57 -1,7888] = [- 4.59, 4,59]

Se observa que el intervalo de confianza en presencia de normalidad es mas estrecho
(mas preciso) que sin normalidad.

Ademas, se observa que los intervalos de confianza para P son mads estrechos que los
correspondientes intervalos de confianza para A, lo que concuerdo con la superior precision del

estimador P .

Los célculos pueden automatizarse con Excel como sigue:
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1.5.

Supongamos que los gastos X y los ingresos Y de una empresa a lo largo de los 6 ultimos
meses fueron los siguientes:

X|3 4 2 25 35 45

Yy|6 7 4 5 65 8

Se extraen muestras aleatorias simples de dos meses sin reposicion y con probabilidades
iguales y se pide:

1) Distribucion en el muestreo de los estimadores por analogia del gasto total y del
estimador por analogia de la proporcion que significan los gastos en los ingresos (razén
de gastos totales sobre ingresos totales). ;Qué estimador es mejor? Calcular la ganancia
en precision y expresar los resultados en términos de intervalos de confianza al 95%
basados en la muestra de mayor total.

2) Distribucion en el muestreo de los estimadores del gasto total siguientes:

Estimador de expansion del gasto total.
Proporcion de los gastos en los ingresos por el ingreso total poblacional

(Qué estimador es mejor?

Como se trata de muestreo aleatorio sin reposicion en el que se supone que el orden de
colocacién de los elementos en las muestras de tamafio 2 no interviene, el nimero de muestras

6
posibles, tanto para X como para Y, serd (2j =15.

Al tratarse de muestreo aleatorio sin reposicion y probabilidades iguales, las
probabilidades iniciales de seleccion de los elementos de la poblacion para la muestra valdran
P(u;)=1/6,1=1, ..., 6 y la probabilidad de cualquier muestra, tanto para X como para Y, puede
hallarse mediante:

P_X = P(uyuy) = P(u)P(uyu;) + P(up)P(uiy) = P(u)P(u) (1-P(u)) + P(u)P(u)/(1-P(w))) =
(1/65/(1-1/6) + (1/61)/(1-1/6) = 2(1/6*)/(1-1/6) = 1/15 = 0,066666

Se observa que las probabilidades de las muestras seran todas iguales a 1/15. Luego
estamos ante un método de seleccion con probabilidades iguales y muestras equiprobables.

A continuacion se presenta la tabla que contiene, para X'y para Y, el espacio muestral,
las probabilidades de las muestras y la distribucion de los estimadores.

Denominamos GTOTAL al estimador por analogia del gasto total (total muestral del
gasto) y RAZON al estimador por analogia de la proporcion que significan los gastos en los
ingresos (total muestral del gasto entre total muestral del ingreso). Se tendra presente que el
estimador expandido del gasto total es el producto del tamafio poblacional por la media
muestral del gasto (GTOTALEXP = 6(GTOTAL/2) = 3GTOTAL) y que la proporcién de los
gastos en los ingresos por el ingreso total poblacional es TOTAL = (36,5 RAZON. En los
estimadores, para las cuatro primeras filas de la tabla se indican todas las operaciones y para el
resto de las filas las operaciones son similares y se indican sdlo los resultados.
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] GTOTALEXP [ TOTAL
S1.X |S2.X [S1.Y |S2_Y | P=PX=PY | GTOTAL | RAZON (3*GTOTAL) | (36,5*RAZON)
3 4 6 7 115|  7=3+4|  0,53=(3+4)/(6+7) 21=3"7 | 19,65=36,5"0,53
3 2 6 4 115|  5=3+2 0,5=(3+2)/(6+4) 15=3*5 | 18,25=36,5"0,5
3| 25 6 5 115 |55=3+25 |  0,5=(3+2,5)/(6+5) | 16,5=3"5,5 | 18,25=36,5"0,5
3| 35 6| 65 1/15 | 6,5=3+3,5 | 0,52=(3+3,5)/(6+6,5) | 19,5=3"6,5 | 18,98=36,5"0,52
3| 45 6 8 1115 7,5 0,535714286 225|  19,55357143
4 2 7 4 1115 6 0,545454545 18|  19,90909091
4| 25 7 5 1115 6,5 0,541666667 19,5|  19,77083333
4| 35 7| 65 115 7,5 0,555555556 225| 2027777778
4| 45 7 8 1115 8,5 0,566666667 255|  20,68333333
2| 25 4 5 1115 45 0,5 13,5 18,25
2| 35 4| 65 1115 55 0,523809524 16,5 |  19,11904762
2| 45 4 8 115 6,5 0,541666667 19,5|  19,77083333
25| 35 5| 65 115 6 0,52173913 18|  19,04347826
25| 45 5 8 1115 7 0,538461538 21 19,65384615
35| 45| 65 8 115 8 0,551724138 24|  20,13793103

Una vez conocida la distribucion de probabilidad en el muestreo de los estimadores
compararemos en primer lugar el estimador GTOTAL (que estima el gasto total poblacional &) y
RAZON (que estima la proporcion de los gastos totales sobre los ingresos totales en la poblacion 6).

Para comprobar la insesgadez, hallamos la esperanza matematica de los estimadores
tal y como se indica a continuacion:

15
E(GTOTAL) =Y GTOTALP, = 7-%+5-%+---+8-% —6,5%19,5=6,

i=1

15
E(RAZON) =) RAZON, P, = 0,53-i+ 0.5 -i+---+o,55-i =0,53206 = 0,53424 =
m 15 15 15 :

i=1

Para calcular los sesgos se observa que B(GTOTAL) = E(GTOTAL)-6,= 6,5-19,5 = -13
y B(RAZON) = E(RAZON) - 6,=0,53206 — 0,53424 = —0,00218. A continuacion se calculan las
varianzas de los estimadores.

15
V(GTOTAL) = Y (GTOTAL, - E(GTOTAL)' P, = (7-6.5) % +-+(8-6,5)> % =1,1666

i=1

15
V(RAZON) = Z (RAZO’N,. - E(RAZON))2 P, =(0,53-0,532)" % +---4(0,55-0,532)* % =0,000399

i=1

Con lo que las desviaciones tipicas valdran:
0(GTOTAL) = /11666 =1,08, 0(RAZON) = 1/0,000399 = 0,0199

Como |[B(GTOTAL)/ o(GTOTAL)| = 12,03 > 1/10, el sesgo del estimador GTOTAL no
es despreciable y como |B(RAZON)/A(RAZON)| = 0,1 = 1/10, el sesgo de RAZON es
despreciable y a todos los efectos este estimador es insesgado. Al comparar RAZON con
GTOTAL tenemos un estimador sesgado y el otro insesgado. La comparacion debe hacerse a
través de los errores cuadraticos medios. Tenemos:
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15
ECM(GTOTAL) = Y (GTOTAL, -6, )’ P, = (7-19,5)’ -%+ - +(8-19,5)? % =170,166

i=1

ECM(RAZON) =V (RAZON) = 0,00399

Como el estimador RAZON es insesgado, su varianza coincide con su error cuadratico
medio, luego su precision se mide a través de la varianza. De esta forma, el estimador RAZON
para estimar 6 es mas preciso que el estimador GTOTAL para estimar &, por tener menor error
cuadratico medio.

La ganancia en precision de RAZON respecto de GTOTAL se cuantifica como sigue:

GP = (EMC (GTOTALY/EMC (RAZON) - 1)100 = (170,166/0,00399-1)100 = 42045172,1%

El intervalo de confianza para GTOTAL (sesgado) basado en la muestra de mayor total
al 95% es el siguiente:

16~ 2,016)-1 Bl6).6 + 2,000)+ | B6)1=[8.5-196-1,08-13, 8.5+1.96-1,08+13]=[~6.61,23.61]

Suponiendo normalidad el intervalo de confianza para RAZON (insesgado) al 95%
basado en la muestra de mayor total seria:

[0 2,006} 6+ 2,0l6)1=[0.566-196-0,0199, 0,566+1.96-0,0199=[0.527, 0.605]
Se observa que el intervalo de confianza relativo a RAZON es bastante mas estrecho
(mas preciso) que el relativo a GTOTAL. Esta fuerte diferencia de anchuras de intervalos esta

en linea con la cuantia tan fuerte de ganancia en precision de RAZON sobre GTOTAL.

Para comparar los estimadores del gasto total GTOTAEXP y TOTAL, observamos
que GTOTALEXP =3GTOTAL y TOTAL = (36,5)RAZON. Tenemos:

E(GTOTALEXP) = 3E(GTOTAL) = 3(6,5) = 19,5 = 6,
E(TOTAL) = (36,5)E(RAZON) = (36,5)(0,532) = 19,42 ~ 6,
V(GTOTALEXP) = 9V(GTOTAL) = 9(1,166) = 10,5
V(TOTAL) = (36,5*)V(RAZON) = (36,5%)0,000399 = 0,539

Los dos estimadores han resultado ser insesgados, con lo que serda mas preciso el que
tenga menor varianza; es decir, TOTAL es mas preciso que GTOTALEXP.

A continuacion se presentan los calculos anteriores automatizados a través de Excel.
Las hoja de Excel con las formulas se ha dividido en dos trozos debido a la extension de los

calculos necesarios.

A continuacion de las dos hojas de formulas se presenta la hoja de resultados.
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Consideramos una poblacidn virtual para simulacion formada por 10 individuos agrupados
en 4 hogares y cuyos ingresos anuales en miles de euros (variable X) se presentan en la tabla
adjunta:

HOGARES — H1 H2 H3 H4

INGRESOS (X)) — 1, 2, 3 4, 6 9, 11 2,2,5

Se considera un procedimiento de muestreo que consiste en elegir cada hogar con
probabilidades proporcionales a sus tamafios. Se considera el estimador 77 = Ingreso medio
de los hogares, para estimar el ingreso medio poblacional, y se considera el estimador 7, =
Ingreso total de los hogares, para estimar el ingreso total poblacional. Se pide:

1) Especificar el espacio muestral relativo a este procedimiento de muestreo y las
probabilidades asociadas a las muestras. Hallar también las distribuciones de
probabilidad en el muestreo de los estimadores T; y T,. ;Cual de ellos es mejor?
Razonar la respuesta y cuantificar la ganancia en precision.

2) Hallar un intervalo de confianza para el ingreso medio al nivel o = 0,002 basado en el
subconjunto de mayor total. Se sabe que F' (0,999) = 3, siendo F la funcién de
distribucion de una Normal (0,1). Hallar también un intervalo de confianza del 95% para
el ingreso total basado en el subconjunto de mayor media. Se sabe que F' (0,975) = 2,
siendo F la funcion de distribucion de una Normal (0,1).
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Como el procedimiento de muestreo es con probabilidades proporcionales a los tamafios
M; de los hogares tenemos que P;= kM; i =1, 2, 3, 4 para una constante de proporcionalidad
k que se calcula de la forma siguiente:

B =3/10
: 5 P, =2/10=1/5
P=kM; =Y P =k) M,=1=k10=k=1/10=1 "
il i=1 P, =2/10=1/5
P, =3/10

En el siguiente cuadro se especifican las muestras, sus probabilidades y los valores de los
estimadores para cada muestra.

SX) [P [T, | T,
1,23} [ 3/10 [ 2 | 6
@6y | 1/5 | 5|10
911 | 1/5 [10]20
2,250 3/10 | 3|9

Las distribuciones de probabilidad de los dos estimadores se calcularan mediante la
expresion ya conocida P’( 6 X, ...X)=t) = ZP(S,. ), de la siguiente forma:

(8,/6(S;(X))=t}
P'(T,=2)=P{1,2,3} = 3 P (T,=6)=P{1,23} = 3
10 10
1 1
P'(T\=5) = P{4,6} = 3 P"(T,=10) = P{4,6} = 3
T ) T, !
P'(T,=10) = P{9,11} = 3 P (T,=20)=P{9,11} = 3
P'(T,=3)=P{2,2,5) = % P'(T,=9)=P{2,2,5} = %

Una vez conocida la distribucion de probabilidad en el muestreo de los dos
estimadores analizaremos si son insesgados o no. Para ello calculamos en primer lugar los
valores de la media poblacional y el total poblacional, que son los parametros que estamos
estimando. Se tiene:

X=(1+2+3+4+6+9+11+2+2+5)/10=45/10
X=(0+2+3+4+6+9+11+2+2+5)=45

Ahora, para comprobar la insesgadez, hallamos la esperanza matematica de los
estimadores tal y como se indica a continuacion:
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E(T1)=2-i+5-l+10-l+3-i=4,5=)7
10 5 5 710

E(TZ)=6~i+10-l+20-l+9~i=10,5#X=45
10 5 5 10

El estimador T; es insesgado, pero el estimador 7, es sesgado con sesgo
B(T»)=E(T,) - X=10,5 —45 = -34,5. Las varianzas de los estimadores son:

V) =2- 4,5) —+(5 4,5) —+(10—4,5) —+(3 4,5) —=865
V(T,) =(6-10,5) —+(1o 10,5)> —+(2o-10,5) —+(9 10,5)> —0=2485
Con lo que las desviaciones tipicas valdran:
0(T1)=\/8,z=2.94 v o(T,)=+2485=4098

Como |B(T2)/KT3)| = 6.92 > 1/10, el sesgo del estimador 7> no es despreciable, y
como 7 es insesgado, la comparacion de estimadores ha de hacerse a través del error
cuadratico medio. Tenemos:

1
ECM(T))=(2-4,5% —+(5-4,5)° —+(10-4,5)2 -—+(3-4,5)2 % =8,65
ECM(T,) = (6-45)> — +(10-45)* —+(20-45) —+(9-45)* —0=12151
Evidentemente, el mejor estimador es 7}, pues su error cuadratico medio es mucho
menor que el de 7. La ganancia en precision por usar 7 en vez de 7, es:

GP=(EMC(T>)/ EMC(T,) - 1)100 = (1215,1/8,65-1)100=13946,24%

Para hallar un intervalo de confianza para T; (que es insesgado) basado en la
muestra de mayor total {9,11}, suponemos primeramente que la poblacion se distribuye
normalmente, en cuyo caso se utiliza como intervalo de confianza el siguiente:

16 - 2,006)6 + 2,000} =110~ 3-2.94,10 + 3-2.94] =[1.17,18.82]

Si la poblacién no se distribuye normalmente el intervalo para 7 es:

{é_%_ﬁ) dﬂ} {10- 294 jge 22 }[-55.74,75.7]
a

40.002 4/0.002

Se observa que la longitud del intervalo de confianza cuando no hay normalidad es
mucho mayor que en el caso de normalidad, con lo que la estimacion es mas tosca (peor) en
el caso de no normalidad.

Para hallar un intervalo de confianza para 7> (que es sesgado) basado en la muestra de
mayor media {9,11}, realizamos los siguientes calculos:

[6-2,000)-1B(6),.6+ 2,610} | Bl6)1=120-2-4.98-3455,20+2-4.98+34.5] = [-24.47, 64.47]

El problema puede automatizarse con Excel como sigue:
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1.7.

Supongamos que las calificaciones de tres jueces deportivos sobre el gjercicio de un gimnasta han
sido X={1, 2, 3}. Usando probabilidades iguales se extraen muestras aleatorias de dos
calificaciones y se consideran los estimadores por analogia media muestral y varianza muestral.
Hallar la distribucion en el muestreo y sus errores para los dos estimadores en los casos siguientes:

1) Muestreo sin reposicion sin tener en cuenta el orden de colocacion de los elementos.
2) Muestreo sin reposicion teniendo en cuenta el orden de colocacion de los elementos.
3) Muestreo con reposicion sin tener en cuenta el orden de colocacion de los elementos.
4) Muestreo con reposicion teniendo en cuenta el orden de colocacion de los elementos.

Para muestreo sin reposicion sin tener en cuenta el orden de colocacion de los elementos el
nimero de muestras de tamafio 2 en el espacio muestral serdn las combinaciones sin repeticion
de tres elementos tomados de dos en dos:

Csp= 3 =3
3270,

Al tratarse de muestreo aleatorio sin reposicion y probabilidades iguales, las
probabilidades iniciales de seleccion de los elementos de la poblacion para la muestra valdran
P(u;)=1/3,i=1, ..., 3 y la probabilidad de cualquier muestra puede hallarse mediante:

P_X = P(u,u;) = P(u) P(ut/u)+P (1)) P (uai/14)=P (1) P(14))/(1-P () )P ()P )/ (1-P())) =
(1/3%/(1-1/3) + (1/35)/(1-1/3) = 2(1/3%)/(1-1/3) = 1/3 = 0,33333

Se observa que las probabilidades de las muestras seran todas iguales a 1/3. Luego
estamos ante un método de seleccion con probabilidades iguales y muestras equiprobables. El
espacio muestral, las probabilidades asociadas a las muestras y la distribucion en el muestreo
de los estimadores media muestral (MEDIAM) y varianza muestral (VARIANZAM) se
presentan en la siguiente tabla:

S1_X S2_X P_X MEDIAM VARIANZAM
1 2 1/3 1,5 0,25
1 3 1/3 2 1
2 3 1/3 2,5 0,25

Para comprobar la insesgadez, hallamos la esperanza matematica de los estimadores
tal y como se indica a continuacion:

3
E(MEDIAM) =Y MEDIAM,P, =2 = MEDIAP

i=1

3
E(VARIANZAM) = Z VARIANZAP. =0,5=2/3=0,6666=VARIANZAP

i=1

Para calcular los sesgos se observa que MEDIAM es insesgado para MEDIAP y
B(VARIANZAM) = 0,5-0,6666 = —0,16666. A continuacion se calculan las varianzas de los
estimadores.
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3
V(MEDIAM) =" (MEDIAM, - E(MEDIAM))® P, = 0,16666

i=1

3
V(VARIANZAM) = > (VARIANZAM, ~ E(VARIANZAM))® P, = 0,125

i=1

Con lo que las desviaciones tipicas valdran:

O(MEDIAM) =4/0,1666 = 0,408, o(VARIANZAM) =4/0,000399 = 0,353

Como |B(VARIANZAM) AVARIANZAM)| = 0,47 > 1/10, el sesgo del estimador
VARIANZAM no es despreciable.

Para hallar el error de muestreo de MEDIAM y VARIANZAM vemos que el segundo
estimador es sesgado con sesgo no despreciable y el primero es insesgado. La medicién del
error debe hacerse a través de los errores cuadraticos medios. Tenemos:

3
ECM(VARIANZAM) = (VARIANZAM, -2/3) P, = 0,152777

i=1

ECM(MEDIAM) =V (MEDIAM) = 0,16666

Como el estimador MEDIAM es insesgado, su varianza coincide con su error cuadratico
medio, luego su precision se mide a través de la varianza. De esta forma, el estimador

VARIANZAM para estimar la varianza poblacional es mas preciso que el estimador MEDIAM

para estimar la media poblacional por tener menor error cuadratico medio. Se observa que la
ganancia en precision es pequefia: (0,16666/0,15277-1)100 = 9%.

A continuacion se presenta la solucion con Excel.

B3 Microsoft Excel - 1-7-1.xIs EI@E|
El] Archivo  Edicion  Yer Insertar Formato  Herramientas Datos  Yeptana 7 Escriba una pregunta -8 X
NESHBISI4RB - F9 0B e Hivd <8 ~|N X 8| Elui-0-A-
K30 - f
A | B [c]o] E F G [ H I J |
1_POBLACIOII Pi S1X 520 M P2 PX MEDIAM VARIAHZAM
(2| 153 T =113 —EPF2-E2HEZF2I-FY) =PROMEDIO(CZOR) =YARP(CZDZ)
(32 113 T -113 —E3Fa E3MESTH F3  =PROMEDIO(CIDSE) =YARP(CHDF)
i3 =113 2 3 =113 =113 =E4*F4i(1-E4+E4*F4I(1-F4) =PROMEDIO(CA:Dd) =Y ARP(C4:D4)
5
6|
7]
8 |
El
|10 E(MEDIAM) E(VARIANZAM) V{MEDIAM} V(VARIANZAM}  ECM{MEDIAM) ECM{VARIAHZAM)
11 |MEDIAP= =PROMEDMIO(AZ2:A4) =G2*H2 =G2'2 =G24{H2-JEF15)"2 =GRIZFFHIE)"2  =GMHZIBH1)2  =GIY2-3BH12)"2
| 12 |vARIanzAP= =VARP{AZ:AY) =G3*H3 =G33 =G3*H3-JEF15)"2 =GIIE-FIE2  =GRH-BH1)2  =GENIE-3B1 )2
13 ] =G4*H4 =G4'14 =G4+ H4-EF18)"2 =GAM-FPHIE)"2  =GAYH4-5BF11)2  =G4M-3BE12)"2
14
i
6]
7]
18| =SUMA(E11:E13) =SUMA(F11:F13) |=SUMA(G11:G13) SSUMA(HIT:H13)  =SUMA(H1:13)  =SUMA(M1:113)
19
2]
21 |B(MEDIAM)= =F13-B11
| 22 |BVARIANZAM)=  =F18-B12
3
E |B/5|(MEDIAM)= =ABS(B21/RAIZ{G13))
| 25 ||B/o|(VARIANZAM)= =ABS(B22RAIZ{H1E})
26
W 4 » W) Hojal{ Hoja2 / Hoja3 / < 2]
Listo
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Microsoft Excel - 1-7-1.xls | g
@_] Archivo  Edicion  Wer Insertar Formato  Herramientas Datos  Weptana 2 Escriba una pregunta -3 X
HRN=A" RERF= TR REEN - SAS A RESRaY:= RN NN - L -8 -INKs|IEE € M
K30 a7 #
A [ B Je]pl E [ F [ 6 [ H T 1 [ 0  [7F
1_POBLACION Pi S1X 52X P11 P2 PX MEMAM VARIAHZAM
| 2] 1 0,33333333 1 2 03333333 0,333333333  0,33333333 15 0,25
ER 2 0,33333333 1 3 03333333 0,333333333 | 0,33333333 2 1
L 3| 0,33333333 2 3| 03333333 0,333333333 | 0,33333333 25 025
&
| & |
7
8 |
EN
110 E{MEDIAM} E{VARIANZAM} V{MEDIAM} V{VARIANZAM) ECM{MEDIAM) ECM{VARIAHZAM)
lMEDIAP= 2 05 0083333333 | 0,08333333 0020533333 0083333333 005787037
iVARIAHZAP= 066666667 06666667 0,333333333 6,5735E-32 0083333333 1] 0037037037
i 08333333 0,083333333 | 0,08333333 0020533333 0083333333 005787037
4]
15
16
17
|18 | 2 0,5 0,16666667 0,125 0,166666667 0,152T7T7778
19
20
' 21 |B(MEDIAM)= [
| 22 |B(VARIAHZAM)= 0,1666667
23]
| 24 | |Bis{MEDIAM)= [
| 25 | |Biol{VARIANZAM)= | 0,47140452
E3 v
W 4 » »]\Hojal { Hoja2 / Hoja2 / < 2l

Listo

Para muestreo sin reposicion teniendo en cuenta el orden de colocacion de los
elementos el nimero de muestras de tamafio 2 en el espacio muestral seran las variaciones sin
repeticion de tres elementos tomados de dos en dos:

Vi, = 3 21=6
327, [

Al tratarse de muestreo aleatorio sin reposicion y probabilidades iguales, las
probabilidades iniciales de seleccion de los elementos de la poblacion para la muestra valdran
P(u;)=1/3,i=1, ..., 3 y la probabilidad de cualquier muestra puede hallarse mediante:

P_X = P(uyuy) = P(u)P(uy/u)) = Pu)P(u)/(1-P(uy) = (1/32)/(1-1/3) = 1/6 = 0,1666

Se observa que las probabilidades de las muestras seran todas iguales a 1/6. Luego
estamos ante un método de seleccidon con probabilidades iguales y muestras equiprobables. El
espacio muestral, las probabilidades asociadas a las muestras y la distribucion en el muestreo
de los estimadores media muestral (MEDIAM) y varianza muestral (VARIANZAM) se
presentan en la siguiente tabla:

S1.X | 82 X P_X MEDIAM VARIANZAM
1 2 1/6 1,5 0,25
1 3 1/6 2 1
2 1 1/6 1,5 0,25
2 3 1/6 2,5 0,25
3 1 1/6 2 1
3 2 1/6 2,5 0,25
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Para comprobar la insesgadez, hallamos la esperanza matematica de los estimadores
tal y como se indica a continuacion:

6
E(MEDIAM) =Y MEDIAM,P, =2 = MEDIAP

i=1

6
E(VARIANZAM) = Z VARIANZAP. =0,5=2/3=0,6666=VARIANZAP

i=1

Para calcular los sesgos se observa que MEDIAM es insesgado para MEDIAP y
B(VARIANZAM) = 0,5 — 0,6666 = -0,16666. A continuacion se calculan las varianzas de los
estimadores.

6
V(MEDIAM) =" (MEDIAM, - EQMEDIAM))’ P, = 0,16666

i=1

6
V(VARIANZAM) = )" (VARIANZAM, - E(VARIANZAM))' P, = 0,125

i=1

Con lo que las desviaciones tipicas valdran:

0(MEDIAM) =4/0,1666 = 0,408, o(VARIANZAM) =,/0,000399 = 0,353

Como |B(VARIANZAM)/ AVARIANZAM)| = 0,47 > 1/10, el sesgo del estimador
VARIANZAM no es despreciable.

Para hallar el error de muestreo de MEDIAM 'y VARIANZAM vemos que el segundo
estimador es sesgado con sesgo no despreciable y el primero es insesgado. La medicion del
error debe hacerse a través de los errores cuadraticos medios. Tenemos:

6
ECM(VARIANZAM) =Y (VARIANZAM, - 2/3)* P, = 0,152777
i=1

ECM(MEDIAM) = V(MEDIAM) = 0,16666

Como el estimador MEDIAM es insesgado, su varianza coincide con su error
cuadratico medio, luego su precision se mide a través de la varianza. De esta forma, el estimador
VARIANZAM para estimar la varianza poblacional es mas preciso que el estimador MEDIAM
para estimar la media poblacional por tener menor error cuadratico medio. Se observa que la
ganancia en precision es pequefia: (0,16666/0,15277-1)100 = 9%.

Se observa que cuando se trabaja sin reposicion, el hecho de tener o no en cuenta el
orden de colocacion de los elementos en las muestras no interviene a los efectos de calculo de
medias, varianzas, sesgos, intervalos de confianza y precisiones de los estimadores.

Los calculos pueden implementarse mediante Excel tal y como se indica en las
pantallas siguientes:
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B3 Microsoft Excel - 1-7-2.xls

i3] archivo Edicisn  Ver [Insertar Formato  Herramientas Datos  Ventana 7 Escrba una pregunta -8 X%
S-S G 6 BB F9-c- B e [ -° -|N&s = Hme E|m- 0o A
J29 hd i
A [ B [c[D] E [ F [ G [ H [ ! [ ]

| 1 |POBLACION Pi SIX S2X P1 P2 PX MEDIAM VARIANZAM
| 2 |1 =113 1 2 =113 =173 =E2"F2f{1-E2) =PROMEDIQICZ.DZ)  =VARP(CZ:D2)
ERE =113 1 £l =113 =173 =E3"F3{1-E3) =FPROMEDIQICID3)  =VARP{CI.D3)
| 4|3 =113 2 =113 =1/3 =E4*F4i{1-E4) =PROMEDIOICA:D4)  =VARP(C4:.D4)
[ESH| 2 13 =113 =173 =E5*F5f{1-ES) =PROMEDIQICS:DS)  =VARP(CS:DS)
| 6 | 3 1 =113 =173 =EB*FEf{1-EE) =PROMEDIQ(CEDE)  =VARP({CE.DE)
| 7 | 3 2 =113 =173 =E7*FTi1-ET) =PROMEDIQICT.DY)  =VARP{CT.DT)
| 6 |
L2
|10 | E(MEDIAM) E{VARIANZAM} V(MEDIANM) V(VARIANZAM} ECM{MEDIAN) ECM{VARIANZAM)
| 11 |MEDIAP= =PROMEDIO{AZ2:A4) =GI*H2 =G2*12 =G (HZ-FEF18)"2 =GZ+(2-5F§18)"2 =GIF(HZ-$B5112 =G2*(2-§B31 "2
| 12 |VARIANZAP= =VARP{AZ:A4) =G3"HI =G3"13 =G3"H3-3EF18)"2 =G37(3-FF§18)"2 =GI*(H3-FB$11)"2 =G37(3-B312)"2
(13 | =G 4*H4 =G4%14 =GAHA-FESIEINT =G4~(4-FFF18)42 =GA*(H4-$B81142  =G4*(4-§BF )2
14| =G5*HE =G5*15 =GAHE-SEST1EINT =GA~5-§F§18)4 =GE*(HE-$B811%2 =655 §BH )2
| 15 | =GE*HE =GE*I5 =G6*(HE-JEF18)"2 =GE(I6-FF§15)"2 =GA*(HE-$B511*2 =GE*(6-§B§12)"2
| 16 | =GITHY =677 =G7(HT-3E18)"2 =GT=(7-5F§18)"2 =GTH(HT-$B$11)"2 =67"(7-§B$12)"2

17
(18 | ~SUMA(E11:E 16} =SUMA(F 11:F 16) ~SUMA(G11:516)  =SUMA{H11:H16) —SUMA(M 1116} =SUMA{J11:J16}

19
il
| 21 |B(MEDIAM)= =E18-B11
| 22 |B(VARIANZAM)=  |=F18-B12

23
z |B/s{MEDIAM)= =ABS{B21RAIZ(G18))
| 25 ||Bio{{(VARIANZAM)==ABS(B22RAIZ(H18))
El 2
4 v Wl\Hojal { Hoja2 { Hojas / < I 2
Lista

E3 Microsoft Excel - 1-7-2.xls
P Archiva

Edicién Yer Insertar Formato  Herramientas Datos  Yentana  ?

HRNE=N" BN IR EENE- R AN Rl R WM - LG -0 -|N &£ 8§ |E==
J30 = 13
A [ B [c[D[] E ] E [ ] [ H [ I | J | K&

| 1 |POBLACION Pi S1X |S2X P11 P2 PX MEDIAM WVARIANZAM
L2 1/03333333 1 2 0,33333333| 0,333333333 0, 166666667 15 025
L8 203333333 1 3 0,33333333| 0,333333333 0, 166666667 2 1
| 4 | 3 03333333 2 1) 033333333 0,333333333) 0,166B66667 15 025
(Bl 2 3 0,33333333| 0,333333333 0, 166666667 25| 025
| B | 3 1) 033333333 0,333333333 0,166666667 2 1
| 7 | 3 2 0,33333333| 0,333333333 0O,166666667 25 025

8
o |
0| E(MEDIAM) E(VARIANZAM) V(MEDIAM) V(VARIANZAM) ECM{MEDIAM)  ECM{VARIANZAM)
| 11 |MEDIAP= 2 025 0041666667 0,041666667 0010416667 0,041666667 0,0285935185
| 12 |VARIANZAP= 06666667 033333333 0,166666667 | 3,2BB92E-32 0,041666667 1] 0018518519
| 13| 025 0041666667 0,041666667 0,010416667 0,041666667 0,028935185
| 14 0 41666EEY  0,0MBEEEE7 | 0041666667 0010416667 0,04166BEE7 0,028935185
| 15| 033333333 0,166EEEGE7 | 3,28692E-32 0041666667 1] 0018518519
| 16 | 0 41666667 0041666667 0041666667 0010416667 00416686667 0028935185

17
| 18 | 2 0,5 0,166666667 0,125 0,166666667 0,152777778

19
Ed
21 |B(MEDIAM)— 0
| 22 |B(VARIANZAM)= 0,166667

23
| 24 ||B/o|{(MEDIAM)= 1]
| 25 ||B/o|(VARIANZAM)= 04714045

| v
M 4 » MD\Hojal { Hoja2 { Hoaz / < 2]
Liska

Para muestreo con reposicion sin tener en cuenta el orden de colocacion de los
elementos el nimero de muestras de tamafio dos en el espacio muestral serdn las
combinaciones con repeticidon de tres elementos tomados de dos en dos:

Al tratarse de muestreo aleatorio con reposicion y probabilidades iguales, las
probabilidades iniciales de seleccion de los elementos de la poblacion para la muestra valdran
P(u)=1/3,i=1, ..., 3 y la probabilidad de cualquier muestra puede hallarse mediante:
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P_X =P(u;,u)) =2 P(u)P(w;) = 2(1/3)> =2/9si i =
P X =P(u,u) =P(u)’ = (1/3)*=1/9sii=j

Se observa que las probabilidades de las muestras seran todas iguales a 1/3. Luego
estamos ante un método de seleccion con probabilidades iguales y muestras equiprobables. El
espacio muestral, las probabilidades asociadas a las muestras y la distribucion en el muestreo
de los estimadores media muestral (MEDIAM) y varianza muestral (VARIANZAM) se

presentan en la siguiente tabla:

S1_X S2_X P_X MEDIAM VARIANZAM
1 1 1/9 1 0
1 2 2/9 1,5 0,25
1 3 2/9 2 1
2 2 1/9 2 0
2 3 2/9 2,5 0,25
3 3 1/9 3 0

Para comprobar la insesgadez, hallamos la esperanza matematica de los estimadores
tal y como se indica a continuacion:

6
E(MEDIAM) =" MEDIAM, P, =2 = MEDIAP

i=1

6
E(VARIANZAM) = Z VARIANZAP, =1/3=0,3333=2/3=0,6666=VARIANZAP

i=1

Para calcular los sesgos se observa que MEDIAM es insesgado para MEDIAP y
B(VARIANZAM) = 1/3-2/3 = -1/3 =-0,3333. A continuacion se calculan las varianzas de los
estimadores.

6
V(MEDIAM) = (MEDIAM, - E(MEDIAM))’ P, = 0,3333

i=1

6
V(VARIANZAM) =" (VARIANZAM, — E(VARIANZAM))® P, = 0,13888
i=1

Con lo que las desviaciones tipicas valdran:

O(MEDIAM) =4/0,3333 =0,577, o(VARIANZAM)=4/0,13888 = 0,372

Como [B(VARIANZAM)/c(VARIANZAM)| = 0,894 > 1/10 el sesgo del estimador
VARIANZAM no es despreciable.

Para hallar el error de muestreo de MEDIAM y VARIANZAM vemos que el segundo
estimador es sesgado con sesgo no despreciable y el primero es insesgado. La medicién del
error debe hacerse a través de los errores cuadraticos medios. Tenemos:

6
ECM(VARIANZAM) = > (VARIANZAM, - 2/3) P, = 0,25
i=l1

ECM(MEDIAM) =V (MEDIAM) = 0,3333
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Como el estimador MEDIAM es insesgado, su varianza coincide con su error cuadratico
medio, luego su precision se mide a través de la varianza. De esta forma, el estimador
VARIANZAM para estimar la varianza poblacional es mas preciso que el estimador MEDIAM
para estimar la media poblacional por tener menor error cuadratico medio. Se observa que la
ganancia en precision es (0,3333/0,25-1)*100 = 33,32%. Hay que subrayar que la ganancia en
precision es ahora mayor que en el mismo caso para muestreo sin reposicion, debido a la
mayor precision en general del muestreo sin reposicion.

Los calculos en Excel se muestran a continuacion.

B3 Microsoft Excel - 1-7-3.xls

@_] Archivo  Edicion  Yer  Insertar Formato  Herramienkas Datos  Meptana 2 Escriba una pregunta -~ o B X
INEHRIS SR F -0 E?*‘ria' ? N XS|IEEE| €] -
125 = F
A | B [cTD] E [ F [ G [ H | ]

| 1 |POBLACION Pi S1X S2X P1 P2 PX MEDIAM VARIANZAM

|2 n =173 1 1 =113 =13 =EJ*F2 =PROMEDIO(C2:DZ) | =VARP(CZDZH

1 3 |2 =1/3 1 z =113 =1/3 =IEFF3 =PROMEDIO(C3DI) | =VARP(CIDIE

| 4 |3 =1/3 1 ] =113 =1/3 =I"E4*F4 =PROMEDIO(C4:D4) | =VARP{C4D4

L& 2 2 =113 =113 ZE5Fs =PROMEDIO(CSDS) | =VARP(CSDS

| B | 2 ] =113 =1/ =2*EB*FE =PROMEDIO(CEDE) | =VARP{CEDE)

|7 3 ] =113 =113 =ET*F7 =PROMEDIO(CT:D7)  |=VARP(CY.DT)

6 |

EN

10 | E{MEDIAM) E(VARIANZAM} V(MEDIAM} V(VARIANZAM) ECM{MEDIAM)}

| 11 |MEDIAP= =PROMEDIO(AZ:A4) =GI*H2 =G2*2 =GINHI-FER1E2  =G3*(2-§F518)"2 =GTHHI-FRE1 12
| 12 |[VARIANZAP= =VARP{AZ:A4) =GIFHI =G3"3 =GINHI-BERI®2  =GI*3-FFE18)M2 =GIFHIEBE112
| 13 | =G4*H4 =G4*14 =GAMH4-FEF1H2  =G4*(4-FF§18)"2 =G4*H4-5B511)*2
14 | =G5"HS =G5%15 =GETHS-FERI SN2 =GE*(5-FFE18)"2 =G5%H5-FB§11)2
15 | =GE"HE =GE™6 =GETHE-FEF1H2  =GB™(6-$F§18)"2 =CE"HE-FBE1 132
| 16 | =GT*H7 =GT*7 =GTHHT-SER18*2  =GT*(7-§F§18)"2 =GTHHT-FBE11)2

17
E =SUMA(E1T:E16) =SUMA(F11:F16) =SUMA{G11:G16)  =SUMA{H11:H16) =SUMA(I11:116)

19
20
| 21 |B(MEDIAM)= =E18-B11
| 22 |B(VARIANZAM)= =F18-B12

23
Z |B/al{MEDIAM)= =ABS{B21RAIZ{G18)}
| 25 ||Bio|(VARIANZAM)= =ABS{B22RAIZ(H18)}

26 b
W 4 » M\Hojal {Hojs2 {Hojas / < 2l
Listo

B3 Microsoft Excel - 1-7-3.xls

Eﬂ archivo  Edicion  Ver Insertar Formato  Herramientas Datos  Vepbana 2 Escriba una pregunta - X
NS E RS % LRS- B e e S 10 -|N & 5| == €& ’
J30 5 A

A [ B JclbD] E [ F [ G [ H | d [ =
| 1 |POBLACION Pi S1X (S2X | P1 P2 PX MEDIAM VARIANZAM
| 2 | 1 0,3333333 1 1 0,33333333 0,333333333) 0111111111 il 1]
[E=8| 2 0,3333333 il 2| 0,33333333| 0,333333333| 0222222002 125, 025
| 4 | 3/ 0,3333333 il 3| 0,33333333| 0,333333333| 0,222222002 2 1
E58| 2 2 033333333 03333333337 0411111111 2 1]
| B | 2 3| 033333333 0,333333333 0202222000 25 025
| 7 | 3 3 033333333 0333333333 0111111111 3 1]
8 |
El
[10| E(MEDIAM) E(VARIANZAM) V(MEDIAM) | V(VARIANZAM)  ECM{MEDIAM) ECM{VARIANZAM}
| 11 |[MEDIAP= 2 011111111 0o o111111111 0012345679 0111111111 0 049382716
| 12 |VARIANZAP= 0,6666667 0,33333333  0,055555556  0,055555556 0,00154321 0,055555556 0 038580247
| 13 | 044444444 0222222002 1] 0095765432 1] 0 024691358
| 14 | 0,22222222 1] 1] 0012345679 1] 0049382716
| 15 | 055555556 0,055555556  0,055555556 0,00154321 0055555556 0 038580247
| 16 | 0,33333333 o o111 0012345679 0111111111 0 049382716
17
E 2 0,333333333  0.333333333 0.1 0,333333333 0,25
19
20|
| 21 |B(MEDIAM)= 0
| 22 |B{VARIANZAM)= 0,333333
23
| 24 ||B/o|(MEDIAM)= 1]
| 25 ||B/o| (VARIANZAM)= 0,8944272

w

:ﬁ« » M \Hojal { Hoja2 { Hojaa / |< 3|
Listo
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Para muestreo con reposicion teniendo en cuenta el orden de colocacion de los
elementos el nimero de muestras de tamafio 2 en el espacio muestral serdn las variaciones con
repeticion de tres elementos tomados de dos en dos:

VR3,2 = 32 =9

Al tratarse de muestreo aleatorio con reposicion y probabilidades iguales, las
probabilidades iniciales de seleccion de los elementos de la poblacidn para la muestra valdran
P(u;)=1/3,i=1, ..., 3 y la probabilidad de cualquier muestra puede hallarse mediante:

P _X=P(u,u;) = P(u))P(;) = (1/3)* = 1/9

Se observa que las probabilidades de las muestras seran todas iguales a 1/3. Luego
estamos ante un método de seleccidn con probabilidades iguales y muestras equiprobables. El
espacio muestral, las probabilidades asociadas a las muestras y la distribucion en el muestreo
de los estimadores media muestral (MEDIAM) y varianza muestral (VARIANZAM) se
presentan en la siguiente tabla:

S1_X S2_X P_X MEDIAM VARIANZAM
1 1 1/9 1 0
1 2 1/9 1,5 0,25
1 3 1/9 2 1
2 1 1/9 1,5 0,25
2 2 1/9 2 0
2 3 1/9 2,5 0,25
3 1 1/9 2 1
3 2 1/9 2,5 0,25
3 3 1/9 3 0

Para comprobar la insesgadez, hallamos la esperanza matemética de los estimadores
tal y como se indica a continuacion:

9
E(MEDIAM) =" MEDIAM,P, =2 = MEDIAP

i=1
9
E(VARIANZAM) =Y VARIANZAP, =1/3=0,33332/3 = 0,6666 = VARIANZAP
i=1

Para calcular los sesgos se observa que MEDIAM es insesgado para MEDIAP y
B(VARIANZAM) = 1/3 - 2/3 = -1/3 = -0,3333. A continuacion se calculan las varianzas de los
estimadores.

9
V(MEDIAM) =" (MEDIAM, - E(MEDIAM))’ P, = 0,3333

i=1

9
V(VARIANZAM) = )" (VARIANZAM, ~ E(VARIANZAM))' P, = 0,13888

i=1

Con lo que las desviaciones tipicas valdran:
O(MEDIAM) =4/0,3333 =0,577, o(VARIANZAM) =,/0,13888 = 0,372

Como |B(VARIANZAM)/ o(VARIANZAM)| = 0,894 > 1/10, el sesgo del estimador
VARIANZAM no es despreciable.
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Para hallar el error de muestreo de MEDIAM 'y VARIANZAM vemos que el segundo
estimador es sesgado con sesgo no despreciable y el primero es insesgado. La medicidn del
error debe hacerse a través de los errores cuadraticos medios. Tenemos:

9
ECM(VARIANZAM) = (VARIANZAM, - 2/3) P, = 0,25
i=l1

ECM(MEDIAM) =V (MEDIAM) = 0,3333

Los calculos se automatizan con Excel como sigue:

Microsoft Excel - 1-7-4.xls &
@_] Archivo  Edicion  Yer Insertar Formato  Herramientas Datos  Weptana 7 Escriba una pregunta -8 X
INEHRG SR F 9 B e e =0 =N & s | =H == 5
J34 - i
A [ B [cTo] E [ F [ G [ H [ \ [ ]

| 1 |POBLACION Pi SIXS2XP1 P2 PX MEDIAM VARIANZAM

| 2 |1 =113 1 1 =13 =113 =E2*F2 =PROMEDIO{Z2:DZ) | =VARP(CZ:D2)

[E=N| 2 =13 1 2 =13 =113 =E3*F3 =PROMEDIO{C:D3) =VARP(CID3)

N =113 1 3 =13 =113 =E4*F4 =PROMEDIO{C4:.04) =VARP(C4:D4)

L&] 2 1 =13 =113 =E5*F& =PROMEDIO{CS:DS) =VARP(CS.DS)

| 6 | 2 2 =13 =113 =EB*FB =PROMEDIO{CE:DE)  =VARP(CE.DE)

| 7 | 2 3 =13 =143 =E7*F7 =PROMEDIO{CT:DY) |=VARP({CT:DT)

| 8 | 3 1 =3 =143 =E8*F8 =PROMEDIO{CE:08) |=VARP({CE:DE)

LEL] 3 2 =3 =143 =E3"FQ =PROMEDIO(C3:D8) |=VARP(CI:D4)

|10 33 =z =143 =E10"F10 =PROMEDIO{C10:010) =VARP(C10:010)

K

Kl

| 13| E{(MEDIAI) E(VARIANZAM) \{MEDIAM) VIVARIANZAM) ECM{MEDIAN) ECM{VARIANZAM)

| 14 |MEDIAP= =PROMEDIO{AZ:A4) =G2*H2 =522 =G H2-FEF24)"2 | =GIMIZ-FFE24)2 =GI*(HZ-$E1 42 |=CIMIZ-§BF19)"2

| 15 |VARIANZAP= =VARP{AZ:A4) =GI*H2 =GIMHI-FEF22 | =GIMI-FFE24p 2 =GI*HI-FEE1 42 =GIM3-$BE1 52

| 16 | =G4*H4 4*(H4-FEF24)"2 4*(14-JFE24)"2 =G4*(H4-$BE14)"2  =G47(4-3BF15"2

| 17 | =G5*HS =GS*(HS-FEF24)"2 | =G5*5-§FH24) 2 =G5*(H5-$BE14)"2  =G575-3B15"2

| 18 | =GE*HE =GE*(HE-FEF24)"2 | =GE*(6-FFF24)"2 =GE*(HE-§BE14)"2  =GO*(6-3B19)"2

19| =GT*HT =GTYHT-EF24%3  =GT(7-§F$24)2 =GTHHT-§BE143 | =GT(T-§BF15°3

20 | =G8"H3 =GETHE-$EF24%T  =GET(S-§F$24)°2 =GB7(HB-$B%14¥2 | =GE7(8-§B§15°2

21| =GS"HI =GOTHI-§EF241%2  =GOT(I9-§FF24)°2 =G87(HI-$BF142 | =607)59-§B§15°2

| 22 | =G10"H10 =G10%10 =G10°(H10-FEF24)"2 =G107(1N 0-FF§24)"2  =G107(H10-§B§14)"2 =G107(]10-FBE1 632

23

E =SUMA{E14:E22 =SUMA(F 14:F22) =SUMA(G14:G22) =SUMA({H14:H22) =SUMA(I14:122) =SUMA(J14:J22)

25
Ed
| 27 |B{MEDIAM)= =E24-B14
| 28 |B(VARIANZAM)=  |=F24-B15

29
|30 ||B/GHMEDIAM)=  =ABS(B27RAIZ(524))
| 31 ||Bici{VARIANZ AM)- ~ABS(B28RAIZ(H24))
Ed v
W 4 » M\Hojal / Hoja2 £ Hoja3 / [ 2l
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E3 Microsoft Excel - 1-7-4.xls

i archive Edicién  wer  Insertar  Formato  Herramientas Datos  ventana 2 Escriba una pregunta =
HIRN=N= WENE= N EENE - R A ] i@ E - e Eiﬂria‘ =10 -|N & s | = | rah o z
J35 - A

A [ 8 TecToDT] E [ F I G [ H [ | I J =
1 |[POBLACION  Pi S1X | s2X | P1 Pz PX MEDIAM VARIANZAM
=] 1 0,3333333 i 1 033333333 0333333333 0111111111 1 1}
[ 3 | 2 0,3333333 1 2| 033333333 0,333333333 0111111111 15 0,25
[ 4 | 3/ 0,3333333 1 3| 0,33333333 0333333333 0111111111 2 1
[ 5 | 2 1 033333333 0333333333 0,011111111 15 0,25
| B | 2 2| 0,33333333  0,333333333 0,111111111 2 1}
[ 7 | z 3| 033333333 0,333333333 0111111111 25 0,25
8 | 3 1 033333333 0333333333 0111111111 2 1
EN 3 2| 0,33333333  0,333333333 0111111111 25 0,25
[ 10| 3 3| 033333333 0,333333333 0111111111 3 1}
11
[ 12 |
13 ] E{MEDIAM) E(VARIANZAM) V(MEDIAM)  V{(VARIANZAM) ECM{MEDIAM)} ECM(VARIANZAM)
| 14 |MEDIAP= 2 011111111 0 0111111111 0012345679 0111111111 00493827 16
| 15 |VARIANZAP= | 0,6666667 0,1 7 002 0,02 0,00077 1605 0027777778 0015250123
|16 | 022222222 0111111111 54782E-33 0049382716 a 0012345679
[17 | 0,16666667 | 0027777778 0027777778 0,00077 1605 0027777778 0019290123
[ 18] 022022072 0 54782E-33 0012345679 i} 00493827 16
[19] 0.2 0,02 0,02 0,00077 1605 0027777778 0,015250123
| 20 | 022222222 0111111111 5,4782E-33 0049382716 [1} 0012345679
| 21| a, 8 00 a8 00 8 0,00077 1605 0027777778 0019290123
[ 22 | 0,33333333 0 0111111111 0012345679 0111111111 00493827 16
23
[ 24 | 2|  0,333333333 0,333333333 0.138388889 0,333333333 0,25
25
%6 |
| 27 |B(MEDIAM)= 0
| 28 |B(VARIANZAM): 0.333333
29
| 30 [|B/cl{MEDIAM)= 0
31 [|B/o|(VARIANZA 0.8944272 =
W 4 > wi\Hojal { Hojaz £ Hojas / |< >l
Lisko




44  Muestreo estadistico. Conceptos y problemas resueltos

1.8.

Como el estimador MEDIAM es insesgado, su varianza coincide con su error cuadratico
medio, luego su precision se mide a través de la varianza. De esta forma, el estimador
VARIANZAM para estimar la varianza poblacional es mas preciso que el estimador MEDIAM
para estimar la media poblacional por tener menor error cuadratico medio. Se observa que la
ganancia en precision es (0,3333/0,25 — 1)100 = 33,32%. Hay que subrayar que la ganancia en
precision es ahora mayor que en el mismo caso para muestreo sin reposicion, lo que es debido
a la mayor precision en general del muestreo sin reposicion.

Se observa que cuando se trabaja con reposicion, el hecho de tener o no en cuenta el
orden de colocacidn de los elementos en las muestras no interviene a los efectos de calculo de
medias, varianzas, sesgos, intervalos de confianza y precisiones de los estimadores. Ya vimos
que esto mismo ocurria cuando se trabajaba sin reposicion.

Si comparamos los métodos con reposicion con los métodos sin reposicion vemos que
los errores de muestreo siempre son mayores con reposicion. Para el estimador MEDIAM la
ganancia en precision por muestrear sin reposicion se cuantifica en (0,333/0,166 - 1)100 =
100%, ya que se duplica la precision. Para el estimador VARIANZAM la ganancia en precision
por muestrear sin reposicion se cuantifica en (0,25/0,15277 - 1)100 = 63,63%. La ganancia en
precision para VARIANZAM es menor que para MEDIAM, porque habiamos visto que
VARIANZAM es mas preciso que media My los estimadores mas precisos son los que menos
precision pierden al considerar muestreo con reposicion.

En una prueba de patinaje artistico los 10 jueces del jurado calificaron a un patinador con tres
cincos, cuatro seises y tres sietes. Usando probabilidades iguales se extraen muestras aleatorias de
dos calificaciones sin reposicion y teniendo en cuenta el orden de colocacion de los elementos.
Se consideran los estimadores por analogia media muestral, varianza muestral y recorrido para
estimar la calificacion media y su dispersion (por dos vias). Hallar la distribucion en el muestreo y
sus errores para los tres estimadores.

Las probabilidades iniciales de seleccion seran las siguientes:

X |5 6 7
P |3/10 4/10 3/10

Para muestreo sin reposicion teniendo en cuenta el orden de colocacion de los
elementos el nimero de muestras de tamario 2 en el espacio muestral seran las variaciones sin
repeticion de 10 elementos tomados de dos en dos:

3
V3,2: 2 20=6

Al tratarse de muestreo aleatorio sin reposicion teniendo en cuenta el orden, la
probabilidad de cualquier muestra puede hallarse mediante:

P_X=P(uyup) = P(u)P(uy/u;) = P(u)P(u)/(1-P(w;)) = P,P/(1-P;)
El espacio muestral, las probabilidades asociadas a las muestras y la distribucion en el

muestreo de los estimadores media muestral (MEDIAM), varianza muestral (VARIANZAM) y
recorrido muestral RM se presentan en la siguiente tabla:
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S1_X S2_X P1 P2 P_X MEDIAM VARIANZAM RM

5 6 03 04 0,171=0,3"0,4/(1-0,3) 5,5 0,25
0,3 03 0,128=0,3"0,3/(1-0,3) 6 1
04 03 0,2=0,4*0,3/(1-0,4) 6,5 0,25
04 03 0,2=0,470,3/(1-0,4) 5,5 0,25
0,3 03 0,128=0,3"0,3/(1-0,3) 6 1
03 04 0,171=0,3"0,4/(1-0,3) 6,5 0,25

NN OO
o O 0 NN
= N = AN =

Para comprobar la insesgadez, hallamos la esperanza matematica de los estimadores
tal y como se indica a continuacion:

6
E(MEDIAM) =" MEDIAM,P, = 6 = MEDIAP

i=1

6
E(VARIANZAM) = VARIANZAP, = 0,442 = 0,6 = VARIANZAP

i=1

6
E(RM)=> RM,P, =1257 =2 = RP

i=1

Para calcular los sesgos se observa que MEDIAM es insesgado para MEDIAP,
B(VARIANZAM) = 0,442-0,6 = —0,157, y B(RM) = 1,257 — 2 = -0,743. A continuacion se
calculan las varianzas de los estimadores.

6
V(MEDIAM) =" (MEDIAM, — E(MEDIAM))’ P, = 0,185

i=1

6
V(VARIANZAM) =" (VARIANZAM, — E(VARIANZAM)) P, = 0,107
i=1

V(RM) = ZG: (RM, - E(RM))* P =0,191

Con lo que las desviaciones tipicas valdran:

O0(MEDIAM) = /0,1666 = 0,408, o(VARIANZAM) = /0,000399 = 0,353

Como |B(VARIANZAM) AVARIANZAM)| = 0,47 > 1/10, el sesgo del estimador
VARIANZAM es no despreciable.

Como |[B(RM)/o(RM)| = 1,7 > 1/10, el sesgo del estimador RM no es despreciable.

Para hallar el error de muestreo de MEDIAM, VARIANZAM 'y RM vemos que los dos
ultimos estimadores son sesgados con sesgo no despreciable y el primero es insesgado. La
medicion del error debe hacerse a través de los errores cuadraticos medios. Tenemos:

ECM(MEDIAM) = V(MEDIAM) = 0,185
6

ECM(VARIANZAM) =" (VARIANZAM, - 0,6)’ P, = 0,132
i=1

ECM(MEDIAM) =V (MEDIAM) = 0,742
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Como el estimador MEDIAM es insesgado, su varianza coincide con su error cuadratico
medio, luego su precision se mide a través de la varianza. De esta forma, el estimador
VARIANZAM para estimar la varianza poblacional es mas preciso que el estimador MEDIAM
para estimar la media poblacional y que el estimador RM para estimar el recorrido poblacional
por tener menor error cuadratico medio.

Los célculos pueden implementarse mediante Excel tal y como se indica en las
pantallas siguientes:

Microsoft Excel - 1-B-1.xls

@_] Archivo  Edicidn  ¥er Insertar  FEormato  Herramientas Datos  Weprana 7 Escriba una pregunta
RN REYIE TR R A R NN - L ©® =N & S |S EI AR ARERRC N
J32 - fi

A | B [c]o] E I i | ] H I I I =
| 1 |POBLACION Pi SIX S2X P1 P2 PX MEDIAM VARIANZAM RM
| 2 |5 =310 5 6 =310 =410 =E2*F2/(1-E2) =PROMEDIO(CZ.DZ) =VARP(C2.DZ) =ABSIC2-D2)
[E][E "=4i10 a8 7 =310 =31n =E3*F3/{1-E3) =PROMEDIO(C3:D3) =VARP(CID3} =ABS(C3-D3)
| 4 |7 =310 B 7 =410 =310 =E4*F4/{1-E4) =PROMEDIO(C4.D4) =VARP(C4:D4) =ABSIC4-D4)
L&] B & =410 =31a =ES*FAI(1-Ef) =PROMEDIO(CA:DS) =VARF(CADA) =ABS(CE-DE)
| 6 | 78 =30 =310 =EE*FE/{1-EE) =PROMEDIO(CE:DE) =VARP(CHDE) =ABS(CE-DE)
| 7 | 76 =310 =410 =ET*FTI(1-ET) =PROMEDIO(CT.DT) =VARP(CT.DT) =ABSICT-DT)
6|
Ex
|10 | E(MEDIAM} E{VARIANZAM}  V(MEDIAM) VI(VARIANZAM) ECM{MEDIAM) ECM{VARIANZAM}
| 11 |[MEDIAP= =PROMEDIO{AZ:A4) =G2*H2 =G2*2 =G2MHZ-BEP1E)"2 =GZ*(Z-§F§18)"2 =GZAHZ-§BE11 2 =G2*(2-5B%12)"2
| 12 |VARIANZAP= 0,6 =G3*H3 =G3%13 =GITHI-FEF1H2 =GI(1-FF18y"2 =GI*H3I-FBF11)"2  =G3I%(3-58%12)"2
| 13 |RP= =A4-A2 =G4*H4 =(4*14 =G4 H4-FEF18)"2  =G4*(4-5F518)"2 =GA*HA-FBF1 12 =G4*(4-5BF12)"2
4 | =G5*H5 =655 =GE(HESERIEP2 =CATISFFRIEP2  =GE*(HA-SB1112  =G5*(5-5051 202
| 15 | =GE*HE =GE*lE =GB HE-FEF18)"2  =GE*(6-§F§18)"2 =GE*HE-FBF1 132 =GE*(6-§B512"2
| 16 | =GT*HT =GTHIT =GTHT-SEP18)*2 =GT*(7-§F§18)"2 =GTHHT-§B§112  =GT*(7-§B%12)"2
17
E =SUMA(E11:E16) =SUMA{F11:F16) =SUMA(G11:G16)  =SUMA(H11:H16) =SUMA({I11116} =SUMA{J11:J16)
19
|20 | E(RM) V(RM) ECM(RM)
| 21 |B(MEDIAM)= =E18-B11 =G2RJ2 =GZRJ-FEF2E2 =G2MJ2-5BE1 )2
| 22 |B(VARIANZAN)= =F18-B12 =G3")3 =GI*JI-FEF2B)"2 =GIT(II-$BF1 "2
| 23 |BRM)= =E28-B13 =G47J4 =GA*J4-FEF28Y"2 =G4(14-5B51 )2
|24 |BioMEDIAM)=  =ABS(B21RAIZ(G18)) =G5S =GE*(I5-FEFI0)2 =GE(IS-FE51 DN
| 25 |IBio{{VARIANZAM}= =ABS(B22/RAIZ{H18)} =GE*J6 =GE*JE-FEF28Y"2 =GEJE-FBE1 32
| 26 |Biol{RM)= =ABS(B23/RAIZ(F28}) =GTRJT =GTHIT-FEF28y"2 =GT(IT-B513)"2
27
E =SUMA(E21:E26) =SUMA{F21:F26) =SUMA(G21:6G26)
29
El

v

W 4 v Wl\Hojal / Hoja2 fHaja3 / < 2l
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B3 Microsoft Excel - 1-8-1.xls

@_] Archivo  Edicidn  Ver Insertar Formato  Herramientas Datos  Wentana 7 Escriba una pregunta i P
N EH G SR Fa B e S0 -|N XS |E = - h-A- B
40 ~ F
A [ 8 Je[bo ] E ] F I G I H I [ I J |7
| 1 |POBLACION Pi S1X S2X P P2 PX MEDIAM VARIANZAM RM
[ 2 | 5 03 5 3 03 04 0171428571 55 0,25 1
B 34 04 5 i 03 03 0128571429 B 1 2
4 | 7 03 B 7 04 03 02 65 0,25 1
L& | B 5 04 03 0z 55 0,25 1
| B | 7 5 0:3 03 0128571429 B 1 2
| 7 | 7 b 03 04 0171428571 65 0,25 1
[ 6 |
ER
(10| E{MEDIAM)  E(VARIANZAM) V(MEDIAM)  V(VARIANZAM) ECM{MEDIAM)  ECM{VARIANZAM}
| 11 |MEDIAP= 6 0,942857143 0,042857143 0042857143 0,006376093 0,042857143 0021
| 12 |VARIANZAP= 0.6 0,77 1428671 0,128571429 i 0,0395059621 0 0,020571429
| 13 |RP= 2 1.3 0,05 0,05 0,007438776 0,05 00245
14 | 1.1 0,05 0,05 0,007 438776 0,05 00245
| 16 | 0771428571 0,128571429 1] 0,039902621 u] 0020571429
| 16 | 1,114285714 0,042857143 0042857143 0,006376093 0,042857143 0021
17
| 18 | [] 0442857143 0,185714286 0,10744898 0,185714286 0,132142857
19
20 | E{RM) V(RM) ECM(RM}
| 21 |B{MEDIAM)= 0 0,17 1428571 0011338277 0171428671
| 22 |B(VARIANZAN)= 0,157143 0,257 142857 0,070950437 1]
| 23 |B(RM)= 0,742857 0z 0,01322449 0z
| 24 ||B/o|(MEDIAN)= 1] 0z 001322449 0z
| 25 ||B/o|(VARIANZAM)= 0,479395 0,257 142857 0,070950437 1]
| 76 ||B/ol(RM)= 16996732 0,17 1428671 0011338277 0171428671
27
25 | 1,257142857 0,191020408  0,742857143 B
PR "Hojal / Hoja2 { Hojas / |« |
Liska
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1.1.

1.2.

1.3.

EJERCICIOS PROPUESTOS

Para la poblacion U= {U LU, U 3} consideramos el siguiente proceso de seleccion de muestras

de tamario 2. Se extrae una primera unidad con probabilidades iguales de seleccion, y si €sta resulta
ser U, se extrae la segunda unidad entre las dos restantes también con probabilidades iguales; pero
si la primera no es U, la segunda se extrae de las tres que componen la poblacion asignando doble
probabilidad a U; que a cada una de las otras dos. Hallar el espacio muestral y las
probabilidades asociadas a las muestras para este procedimiento de muestreo. Si
consideramos la variable X que toma los valores X; ={1,1,0} i =1, 2, 3 en los tres elementos

de la poblacion y definimos el estimador para el total poblacional X= k(X, + X,), hallar su
sesgo, su varianza y el valor de & para que sea insesgado.

Para medir la variable X = nivel de precipitacion atmosférica en una determinada region
disponemos de un marco de 4 zonas climaticas de la misma cuyos niveles de precipitacion
actual son de 6, 4, 3 y 8 decenas de litros por metro cuadrado, siendo sus probabilidades
iniciales de seleccion en el muestreo 1/6, 1/3, 1/3 y 1/6, respectivamente. Se trata de estimar
en decenas de litros por metro cuadrado el nivel actual medio de precipitacion atmosférica
en la region extrayendo muestras de la variable X con tamafio 2 sin reposicion y sin tener en
cuenta el orden de colocacidon de sus elementos. Para ello se consideran los estimadores
alternativos MEDIA ARITMETICA, MEDIA GEOMETRICA, MEDIA CUADRATICA y
MEDIA ARMONICA. Se pide lo siguiente:

1) Especificar el espacio muestral definido por este procedimiento de muestreo S(X), las
probabilidades asociadas a las muestas P(S) y la distribucidon en el muestreo de los cuatro
estimadores analizando su precision. ;Cudl de ellos es mejor? Razonar la respuesta y
cuantificar las ganancias en precision.

2) Hallar intervalos de confianza para la media segin los cuatro estimadores basados en la
muestra de mayor probabilidad para un nivel de confianza del 2 por mil (¢=0,002). Como
dato se sabe que F'(0.999)= 3, siendo F la funcién de distribucién de la normal (0,1).
Comentar los resultados.

Para la poblacion A ={A4,,4,,4,,4,,A,} consideramos el siguiente proceso de seleccion de

muestras de tamafio 3. De una urna con tres bolas numeradas del 1 al 3 se extraen al azar y sin
reposicion dos bolas. A continuacion, de otra urna con dos bolas numeradas con el 4 y el 5
se extrae una bola. Se pide:

1) Espacio muestral asociado a este experimento de muestreo y probabilidades de las
muestras. Consideramos el estimador por analogia 6 = suma de los subindices de unidades

de las muestras para estimar la caracteristica poblacional = suma de los subindices de las
unidades de poblacion. Calcular la precision del estimador y hallar un intervalo de confianza
al 95%.

2) Se considera el estimador por analogia 0 = Media de los subindices de unidades de las

muestras para estimar la caracteristica poblacional #= Media de los subindices de las
unidades de poblacidon. Calcular la precision de este estimador y hallar un intervalo de
confianza al 95%. ;Qué estimacidn es mejor? Cuantificar la ganancia en precision.
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1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

Consideramos una poblacion de 3 unidades {u,,u,,u,} cuyas probabilidades iniciales de
seleccion son iguales a 1/3. Se extraen muestras de tamafio 2 con reposicion sin tener en cuenta el
orden de colocacion de sus elementos. Se pide:

1) Espacio muestral y probabilidad asociadas a las muestras para este tipo de muestreo.

2) Se estima por analogia el parametro poblacional ¢ = n° de unidades distintas en la
poblacion mediante el estimador €= n° de unidades distintas en la muestra Hallar la
distribucion en el muestreo del estimador & de 6.

3) Analizar la precision de 6 para los valores 8= 1, 8=2, 6= 3 del parametro poblacional 6.

4) Se estima el parametro poblacional 6 = N° medio de unidades distintas en la poblacién
mediante el estimador por analogia 6 = N° medio de unidades distintas en la muestra. Hallar

la distribucion en el muestreo de 6 y analizar su precision para los valores 6 =1 y 6 =2
del parametro poblacional 0.

5) ¢(Cual de las dos estimaciones anteriores es mejor? Hallar intervalos de confianza para

ambos estimadores & y 0 al 95% y comparar sus precisiones.

Para la poblacion 4 = {A, s Ay, An} consideramos el siguiente proceso de seleccion de muestras
de tamafio 3. Se selecciona un entero al azar en el conjunto {1,2,3,4} y siendo d este numero se
forma la muestra {A soAs.ar A M} . Considerando la variable X{=X(A;)=i se pide la distribucion,

esperanza y varianza de los estimadores T1=Max(X;) y T,=2(2X;)/n — 1. ;Cual de los dos
estimadores es mas preciso? Realizar estimaciones por intervalos al 95% basadas en las
muestras de mayor valor de los estimadores y comentar los resultados.

En una poblacion con N = 3 unidades U; (i = 1, 2, 3), la variable 7; medida sobre cada unidad
toma los valores (1, 3, 5). Se considera un proceso de muestreo sin reposicion con probabilidades
iniciales de seleccion P; = (1/5, 2/5, 2/5) y tamafio muestral » = 2 sin tener en cuenta el orden de
colocacion de las unidades en las muestras. Se pide:

1) Distribuciones en el muestreo de los estimadores X=T7i+T7j, Y=Min(Ti, Tj), Z= (Ti+Tj)/2.

Si con X estimamos el total poblacional, con Y el menor valor de la poblacion y con Z la media
poblacional, ;cual de los tres estimadores es mejor? Razonar la respuesta y cuantificar las
ganancias en precision.

2) Hallar intervalos de confianza para los estimadores X, Yy Z basados en la muestra de mayor
probabilidad para un nivel de confianza del 2 por mil (F'(0.999)=3 con F->N(0,1)). Comentar
los resultados.

Para la poblacion U= {UI,U 2,U3} se mide la variable X sobre sus unidades y se obtiene

X={3, 2, 4}. Se extrae una muestra de tamafio 2 mediante el siguiente proceso de seleccion. Se
extraen dos bolas de una urna que tiene ocho (cuatro marcadas con un 1, tres con un 2 y una con
un 3) y si sus numeros son (i) se extraen para la muestra las unidades (X,X). Hallar el espacio
muestral, las probabilidades asociadas a las muestras y la distribucion en el muestreo,
esperanza y varianza del estimador por analogia media muestral. Resolver el problema para
muestreo con y sin reposicion.
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METODOS GENERALES DE SELECCION
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OBJETIVOS

Distinguir entre muestreo de unidades elementales y muestreo de unidades
compuestas.

Distinguir claramente los conceptos de muestreo con probabilidades
iguales y muestreo con probabilidades desiguales.

Distinguir entre muestreo con reposicion y muestreo sin reposicion.
Comprender como se forman los estimadores en el proceso de estimacion puntual.
Comprender el concepto de factor de elevacion.

Obtener el estimador lineal insesgado general para el caso de seleccion con
reposicion y probabilidades desiguales: Estimador de Hansen y Hurwitz.

Obtener la varianza y su estimacion para el estimador de Hansen y Hurwitz.

Analizar los métodos especiales de seleccion con reposicion y probabilidades
desiguales: Método del tamafio acumulativo y método de Labhiri.

Obtener el estimador lineal insesgado general para el caso de seleccion sin
reposicion y probabilidades desiguales: Estimador de Horvitz y Thompson.

Obtener la varianza y la estimacion de la varianza para el estimador de
Horvitz y Thompson.

Obtener el estimador alternativo de Yates y Grundy para la varianza.

Analizar los métodos especiales de seleccion con reposicion y probabilidades
desiguales: Modelos de Ikeda, Mitzumo, Brewer, Durbin, Sampford y Murthy.

Analizar el muestreo con probabilidades gradualmente variables: Estimador
de Sanchez Crespo y Gabeiras, error y estimacion del error.

Obtener muestras aleatorias, especialmente mediante el método de Montecarlo.
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SELECCION CON Y SIN REPOSICION. PROBABILIDADES IGUALES Y
DESIGUALES

Las formas basicas de seleccion de la muestra se clasifican atendiendo a los siguientes
criterios:

1. Atendiendo a las probabilidades de seleccion

1.1. Con probabilidades iguales: Todas las unidades de la poblacion tienen la misma
probabilidad de ser seleccionadas en cada extraccion.

1.2. Con probabilidades desiguales: Al menos dos unidades tienen distintas probabilidades
de seleccion en cierta extraccion.

2. Atendiendo a la mecanica de seleccion

2.1. Muestreo con reposicion: Cada unidad que es extraida para formar parte de la
muestra en una extraccion se repone a la poblacion antes de realizar la siguiente
extraccion; es decir, la estructura poblacional permanece invariante.

2.2. Muestreo sin reposicion: Cada unidad que es extraida para formar parte de la
muestra en una extraccion no se repone a la poblacion antes de realizar la siguiente
extraccion, por lo que una unidad podré aparecer en la muestra a lo sumo una vez 'y
la estructura poblacional va cambiando de una extraccion a otra.

Combinando estos cuatro tipos de muestreo resulta:

- Muestreo con reposicion y probabilidades iguales
- Muestreo sin reposicion y probabilidades iguales
- Muestreo con reposicion y probabilidades desiguales

- Muestreo sin reposicion y probabilidades desiguales

ESTIMACION PUNTUAL Y FORMACION GENERAL DE ESTIMADORES

Supongamos que tenemos definida una caracteristica X en la poblacion U = {U;, U,, ..., Uy}
que toma el valor numérico X; sobre la unidad U; i = 1, 2, ..., N, dando lugar al conjunto de
valores {Xj, X, ..., Xi}. Consideramos ahora una cierta funcion & de los N valores .X;, que suele
denominarse parametro poblacional. Seleccionamos una muestra s = {u1, u, ..., u,} de U mediante
un procedimiento de muestreo dado, y consideramos los valores s(X) = {X}, X5, ..., X,} que toma la
caracteristica X en estudio sobre los elementos de la muestra. A partir de estos valores estimamos
puntualmente el pardmetro poblacional # mediante la expresion 8 =6 (s(X))= 6 (X, ..., X,), basada
en los valores X; i =1, 2, ..., n, que toma la caracteristica X sobre las unidades de la muestra s.

U= {Uln.UN}%(XI.”XN)

|
5= ou,y = s(X) = (X, X,)
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La funcidén @ que asocia a cada muestra s el valor numérico 6 (s(X)) = (X, ..., X,), se

denomina estimador del parametro poblacional 6. A los valores 6 (s(X)) para cada s del espacio
muestral se los denomina estimaciones puntuales. Por lo tanto podemos formalizar el concepto

de estimador 6 para el parametro poblacional & definiéndolo mediante la aplicacion medible:

6:S(X)CR" = R
(X, x,) = 6(x,x,) =1

Ya tenemos definido el estimador como un estadistico funcion de los valores que toma
la caracteristica X sobre los elementos del espacio muestral (muestras). Como ejemplos tenemos
los estimadores total muestral y media muestral que estiman el total y la media poblacionales:

6,:8(X)CR" —R
(X, X )=6(X, X )=X++X =X

A

6,:S(X)CR" —R

(Xl...Xn)eéz(Xl...Xn)=¥=f(

Entre los parametros poblacionales & (funcién de los N valores poblacionales X;)
mas comunes a estimar, tenemos el total poblacional y la media poblacional para la
caracteristica X, definidos de la forma siguiente:

N
* Total poblacional: X = &X,, ..., Xy) =ZX,.
i=1

X—

- 1
*  Media poblacional: X = QX,, ..., Xy) = —
edia poblaciona AX, N) NN

N N
>x =Y
i=1 i=1

Hasta ahora hemos supuesto que la caracteristica X definida sobre los elementos de la
poblacion es cuantitativa, es decir, cuantificable numéricamente. Sin embargo, también se pueden
definir caracteristicas cualitativas sobre los elementos de la poblacién, como, por ejemplo, su
pertenencia o no a una determinada clase A. S; para cada unidad ;i = 1, 2, ..., N de la poblacién
definimos la caracteristica A4, que toma valor 1 si la unidad u; pertenece a la clase 4, y que toma
valor O si la unidad #; no pertenece a la clase 4, podemos definir el total de elementos de la
poblacion que pertenecen a la clase A (total de clase) y la proporcion de elementos de la
poblacioén que pertenecen a la clase 4 (proporcion de clase) de la forma siguiente:

N
* Total de clase: A= KA, ..., Ay) =ZA[
i=1

4 1 N4
*  Proporcionde clase: P=H6A,, ... Ay) = —=—)>» A4 =) —L
p A4, v i NZ‘ i ;N

Analizados ya los cuatro parametros poblacionales mas tipicos a estimar, vemos que,
en general, un parametro poblacional # puede expresarse como una suma de elementos Y; =
X)) funcion de los valores que la caracteristica cuantitativa X o cualitativa 4 considerada
toma sobre los elementos de la poblacion. De esta forma, podemos escribir:
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-7 =3 f(X))

i=1 i=1
Y, = f(X,) =X, paraeltotal poblacional X

X, —
Y =f(X,)= W’ para la media poblacional X

en cuyo caso tenemos:
Yi= f(A4,)= A, paraeltotal de clase A

A,
Yi=f(4,)= Wl para la proporcion de clase P

Ahora surge el problema de analizar la forma de los estimadores puntuales optimos 6 =
6(X,, .., X,) para estos parametros poblacionales tipicos. Resulta que las mejores propiedades

n
suelen presentarlas los estimadores lineales insesgados de la forma 6 = z w.Y.. Los valores w; se
i=1
denominan pesos o factores de elevacion, ya que so los niimeros por los que hay que multiplicar
los valores muestrales para obtener los valores poblacionales.

Concretamente, para muestreo sin reposicion, el estimador dptimo es el de Horvitz y
n

Thompson @, = > i , donde 77 es la probabilidad que tiene la unidad #; de la poblacion de

HT
i=1 JT;

pertenecer a la muestra. Se observa que los pesos o factores de elevacion son en este caso w, = b

'7[[
Para muestreo con reposicion el estimador optimo es el de Hansen y Hurwitz

A " Y. O . . .y

Oy = Z—’, donde P; es la probabilidad de seleccionar la unidad u; de la poblacién para

i=l1 i
la muestra (probabilidad unitaria de seleccion de la unidad u; ). Se observa que los pesos o
1

factores de elevacion son, en este caso, w, = —.
nP.
1

N
Existen justificaciones para considerar que el parametro poblacional & = ZYZ puede

i=1

n
estimarse convenientemente mediante el estimador 6 = Z w,Y, , entre las que podemos citar:

1
i=1
e Todas las mediciones de la variable en estudio sobre las unidades de la muestra
intervienen en la formacion del estimador.

* La importancia de la aportacion al estimador de la unidad muestral «; puede controlarse
mediante el coeficiente de ponderacion w; o factor de elevacion.

* Cuando w; = 1, todas las unidades muestrales intervienen de igual forma en la formacion
del estimador.

* Los coeficientes w; pueden depender, entre otros factores, del tamafio de las unidades
muestrales (cuando son compuestas), del orden de colocacion de las mismas en la
muestra, y sobre todo de la probabilidad que tiene la unidad u; de pertenecer a la muestra
segun el método de muestreo considerado.

* Las funciones lineales son las méas sencillas de manejar matematicamente.
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MUESTREO CON REPOSICION Y PROBABILIDADES DESIGUALES:
ESTIMADOR DE HANSEN HURWITZ

Consideremos una poblacion de tamafio N, con unidades {ul s Uy Uy } Seleccionamos con

reposicion una muestra (X) de tamafio n. Ya sabemos que en este esquema de seleccion cada
unidad #; de la poblacion puede pertenecer a la muestra (X) de tamafio n desde 0 a n veces ya

que al seleccionar una unidad para la muestra, ésta se devuelve a la poblacion antes de realizar
la siguiente extraccion.

La probabilidad de una muestra cualquiera de tamafio » seguira el modelo multinomial
(conjunta de » binomiales ¢;), ya que al haber reposicion puede seleccionarse para la muestra

N
cada unidad #; de la poblacion ¢; veces con i = 1,2,..,Ny Z t, =n,con lo que:

i=1

H_/ %r_/
tveces t,veces t,veces
n! -
= PP Prnl=(t, 4ty 4t Dt =
L)t P

El estimador lineal insesgado optimo en el muestreo con reposicion y probabilidades

N
desiguales para el parametro poblacional & = Z Y. es el estimador de Hansen y Hurwitz:

i=1

A n n 1 n Y;
HHH = Z:l‘,szz = ;EK = < E

1

Al particularizar el estimador de Hansen y Hurwitz para los distintos parametros
poblacionales, tenemos los siguientes estimadores:

ul A n X,
Total — 19=X=ZXI.:>YI,=XI,:> X, =Y
i=1 i=1 nE
Xi
— XX X. -~ n "X
Media — 19=X=Z—‘:>Yi=—’:> X, = N _1X
o N N i=1 nPi N o nP,
ul A A
Total de clase — 19=A=ZA,.:>)’[=AI.:> A, =) —
i=1 i=1 n})i
Ai
. N A A A NN 1 & 4
Proporcion— 0=P=) ‘=y=""‘= p NS LN _ -\ 1
p ; ' N m ;nB Nl'=] }’lP’

Varianza del estimador de Hansen y Hurwitg

2 5 2
A 1Y 1| &Y, 1LY, Y,
V<9HH)=;Z(F"GJ g 7{2?“’2} 722[?‘?} o

i=1 i i=1
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Estimacion de la varianza del estimador de Hansen y Hurwitz
! Al 1 Y, 2
V(Byy) = | nb, | = —_4
() n(n—1) ;(P,J HH n(n—l);[lji HHJ

SELECCION CON REPOSICION Y PROBABILIDADES PROPORCIONALES
AL TAMANO: METODOS ESPECIALES DE SELECCION

Meétodo de seleccion del tamario acumulativo o modelo polinomial

Sea M; un entero positivo asociado a la unidad u; que denominamos tamafio de u; parai=1,2, ..., N
(M; puede ser el numero de unidades elementales de la unidad compuesta #; 0 una ponderacion o
medida de la importancia que concedemos a la seleccion de la unidad «; para la muestra).

A continuacion se expone un método practico que permite seleccionar muestras con
reposicion de modo que en cada extraccion la unidad u; tiene probabilidad P; proporcional a
su tamafo M;

N
Sea M = Z M, . Consideramos el intervalo de niimeros enteros [1, M] y lo dividimos en
i=1

N subintervalos /; cada uno de ellos con M; unidades, tal y como se indica en el cuadro siguiente:

Subintervalos Unidades | Tamarios
11 = [LM1] u, M1
I, =[M +1M, +M,] u, M,

I, =[M +M,+1,M, + M, +M,] U, M,

i ; : :
V= [(ZM,) +1,).M] u, M,
i=1 i=1

M

Ahora elegimos un entero J € [1,M] aleatoriamente y con probabilidades iguales y
seleccionamos como primera unidad de la muestra la unidad u; tal que Jd € ;. Repetimos este
proceso n veces hasta obtener una muestra de tamafio #, de modo que para cualquiera de las
n extracciones se cumple:

Pu)= POEL) =" =P

El procedimiento de seleccion es con reposicion, pues el entero d € [1,M] elegido
aleatoriamente puede caer varias veces dentro del mismo intervalo /;, con lo que la unidad ;
estara varias veces en la muestra. También hemos visto que el procedimiento de seleccidn se
realiza en cada extraccion con probabilidades proporcionales a los tamafios, ya que
P=M/M.

Este método también permite obtener muestras sin reposicion. Basta no tener en
cuenta la obtencion de unidades repetidas y seguir seleccionando hasta acompletar el tamafio
de muestra requerido. Por lo tanto, es un método general de seleccion de muestras.
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Este método también permite extraer una muestrea con probabilidades desiguales
no necesariamente proporcionales a sus tamaiios. Basta formar un rango acumulativo del
los P; y extraer una muestra de numeros aleatorios uniformes en (0,1). Es decir, basta montar
un cuadro como el anterior donde los intervalos acumulativos Ii se formarian ahora con los
P; = M/M, en vez de con los M;. Y en vez de obtener nimeros aleatorios entre 1 y M, se
obtendrian entre 0 y 1.

Meétodo de seleccion de Lahiri

Una variante que abrevia el método del tamafio acumulativo la constituye el método de
Lahiri, que permite también seleccionar muestras con reposicion y probabilidades
proporcionales a los tamafios.

Sea M, un numero entero mayor o igual que todos los M, por ejemplo,

M, = Max (M,). Elegimos un par de nimeros aleatorios (i, j) tales que 1= i< Ny l<j < M,.
i=1,2,..,N

Si j = M, la unidad seleccionada para la muestra es la u;. Sij > M; se repite la
seleccion del par de nameros aleatorios (i, j) tales que 1= i = Ny l<j = M, tantas veces
como sea necesario hasta que j < M,

Este método también permite obtener muestras sin reposicion. Basta no tener en
cuenta la obtencidon de unidades repetidas y seguir seleccionando hasta completar el tamafio
de muestra requerido. Por lo tanto, es un método general de seleccion de muestras.

Decimos que un procedimiento aleatorio de muestreo es sin reposicion cuando todas las
muestras que tienen algin elemento repetido son imposibles. Las unidades seleccionadas no
se reponen a la poblacién para seleccionar la siguiente unidad de la muestra, con lo que las
muestras resultantes tienen todos sus elementos distintos.

Decimos que un procedimiento aleatorio de muestreo es con probabilidades iguales
cuando todas las unidades de la poblacion u; tienen la misma probabilidad de ser elegidas
para la muestra en una determinada extraccién. En caso de que no sea la misma estaremos
ante muestreo con probabilidades desiguales. Tanto el muestreo con reposiciéon como el
muestreo sin reposicion pueden ser con probabilidades iguales o desiguales.

En el caso de muestreo sin reposicion y probabilidades desiguales, el estimador lineal

N
insesgado para el parametro poblacional 6 = ZY, es el estimador de Horvit; y Thompson:

i=1

~ n n
Oyr = ZWlYl = Z
i=1 =

r-3

1
T, i=1 JT;

l

donde ; es la probabilidad de que la unidad i de la poblacion pertenezca a la muestra.

Al particularizar el estimador de Horvitz y Thompson para los distintos pardmetros
poblacionales, tenemos los siguientes estimadores:



Muestreo estadistico: conceptos, estimadores y su distribucion 57

N N n X
Total — ‘9=X=ZX,-:>Y,-=X,-:> XHT=Z_1
i=1 i=1 ”i
- LX X, 2 ] & X,
Media — ¢9=X=Z_l:>)j=_ X, =—>
i=1 N N N i=1 .77;1.
Y ~ A
Total de clase — 5=A=ZA,-3YI-=A[:> AHT=Z_'
i=l i=1 JT;
| [ A 1 A
Proporcion— 0=P= ﬁ:g=ﬁ:> P,=—>—"
a N N N 4

Varianza del estimador de Horvitz y Thompson
R N Y2 N Ny Y

Vo, )- Zﬂ;(l _7)+ 222—’”—(7r —x,)
i=1 J&; i i

donde 7; es la probabilidad de que la unidad i de la poblacion pertenezca a la muestra y 7 es
la probabilidad de que el par de unidades de la poblacion (i,j) pertenezcan a la muestra.

Estimacion de la varianza del estimador de Horvitz y Thompson
A Y
V(¢9 ) z (1-7,)+ 222 7 by o)
i=1 T, i=l j>i ﬂ f[ 1]
Estimador de la varianza de Yates y Grundy para el estimador de Horvitz y Thompson

o,)-33] -2

i=l j>i 1 ﬂy‘

(”f”j _”zj)

Todas las férmulas para estimadores y errores vistas hasta ahora para el caso general
sin reposicién con probabilidades desiguales son validas para el caso particular de
probabilidades iguales sin reposicion haciendo las siguientes sustituciones:

n n(n-1)
T, =—, T, =———
N 7 NHN-1

Se observa que cualquier método de seleccion sin reposicion queda perfectamente
definido al conocer 7; y7; ya que los estimadores y sus errores dependen so6lo de estos valores.

Estimador de Horvitz y Thompson con probabilidades proporcionales al tamaiio

Sea M; el entero positivo asociado a la unidad compuesta U; i = 1,....N que representa su
tamafio (nimero de unidades elementales que contiene). En la practica las unidades de
muestreo suelen ser conglomerados, aunque a veces este modelo también suele utilizarse con
unidades de muestreo simples, en cuyo caso los M; son ponderaciones utilizadas para dar un
mayor peso o importancia a determinadas unidades muestrales.
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Mediante este modelo se selecciona sin reposicion de la poblacion para la muestra la
unidad compuesta U; de tamafio M, Como se trata del modelo clasico de seleccion sin
reposicion, se procede a retirar de la poblacion las M; unidades elementales que componen la
unidad de muestreo compuesta U; antes de proceder a la seleccion para la muestra de la
siguiente unidad de muestreo compuesta. Cuando se realiza la siguiente seleccion ya faltan de
la poblacién M; unidades elementales. Se supone que en la poblaciéon hay N unidades de
muestreo compuestas que contienen un total de M unidades elementales, es decir:

N
M=3%M,

i=1

Este modelo clasico de seleccion de la muestra sin reposicion es equivalente a considerar
un modelo de urna generalizado consistente en introducir en una urna M bolas que representan
las unidades elementales de la poblacion y que se clasifican en N grupos distinguibles, cada uno
de los cuales tiene las M; bolas correspondientes al tamafio de la unidad compuesta U, de tal
forma que cada unidad compuesta de muestreo U; queda representada en la urna por M, bolas
distinguibles. Si en una extraccion se obtiene una bola que representa una unidad elemental del
grupo de la unidad compuesta U, se procede a retirar de la urna las M;bolas correspondientes a
todas las unidades elementales de U, antes de realizar la siguiente seleccion.

Us
M; bolas

U,
M bolas

Segin este modelo, la probabilidad de seleccionar la unidad U; en una extraccion
(probabilidad unitaria de seleccion) es P;,= M/M = p(u;) i=1,2,..., N. Se cumple que:

i=1

con lo que el modelo esta bien definido. Los valores 7; y 7; relativos, respectivamente, a la
probabilidad de que una unidad de la poblacidén pertenezca a la muestra y de que un par de
unidades de la poblacidn pertenezcan a la muestra para muestras de tamafio 2 son:

NP 1-2P & P

7, =P|1+Y ——|=P D Jr,..=P[P.;+;
Z1-P, 1-P  &1-P P -P =P,
J=i

Al conocer 77; ym; este método de seleccion sin reposicion queda perfectamente definido,
ya que los estimadores y sus errores dependen sdlo de estos valores.

El método es generalizable para muestras de tamafio 7.
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Estimador de Horvitz y Thompson con seleccion Brewer

Brewer propuso un método de seleccion para muestras de tamafio » tal que la primera unidad
se extrae sin reposicion con probabilidad proporcional al valor:
(1-7)

k. =P P, <%
©(1-2p)

y el resto de las extracciones se realizan sin reposicion y con probabilidades proporcionales a P;.
Para muestras de tamafio 2 las probabilidades ; y m;; son las siguientes:
2PP, 1 1
7, =2P T *

' TR 1_2pP T1_2P
1+z ! ! J
~1-2p,

Para muestras de tamafio » se demuestra que 7; = nP;.
Estimador de Horvitz y Thompson con seleccion Durbin

El método de Durbin consiste en un muestreo con probabilidades desiguales y sin
reemplazamiento con el siguiente método de seleccion para una muestra de tamafio » = 2: la

primera unidad es seleccionada con probabilidad dada P; y la segunda unidad se selecciona
con probabilidades proporcionales a k;, siendo:

k. =P ! + !
J J 1_2PI 1_2[)/

Para muestras de tamafio 2 las probabilidades 7; y 7; son las siguientes:

2P P, 1 1
m=2P 7, = ~ * +
P |1-2P 1-2P
1+z ! J
~1-2P,

Para muestras de tamafio » se demuestra que ; = nP,.

Se observa que los valores de 7z; y 77, son idénticos a los obtenidos con el método
de seleccion de Brewer. Con estos valores ya se pueden hallar estimadores y errores.
Estimador de Horvitz y Thompson con selecciones de Ikeda y Mitzuno

Ikeda propuso un método de seleccion en el que la primera unidad se obtiene sin reposicion

con probabilidad P; proporcional a su tamafio M; y las n —1 unidades restantes de la muestra
se seleccionan sin reposicion y con probabilidades iguales.

Los valores de 7; y 7 para este método son:

)*n—1=N—n*R+n—
N-1 N-1 N -

n-1 n-1 n-1_,n-2 n-1 N-n n-2
N—1+PjN—1+(1_(R+P'/))*N—1*N—2 =N—1*[N—2(P[+P’/)+N—2}

x,=P+(1-P

i

1
1
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Este método de Ikeda es un caso particular del método mds general de Mitzuno, que
consiste en comenzar efectuando m extracciones sin reposicion y con probabilidades iguales; en
la extraccion m + 1 se asignan probabilidades:

m

p+y-L

r=l1 -

donde P, corresponde a la unidad extraida en r-ésimo lugar (1= r =m), y por ultimo las
n—-(m+1) unidades muestrales restantes se seleccionan sin reposicién y probabilidades
iguales. El método de Ikeda es un caso particular del método de Mitzuno para m = 0.

Estimador de Horvitz y Thompson con seleccion Sampford

En este método los elementos muestrales se eligen con reposicion seleccionando el primer
elemento con probabilidad P; y los restantes » — 1 elementos con probabilidades proporcionales a
P/(1 — nP;). Finalizada la extraccion, la muestra se acepta si todos los elementos son diferentes, y
en caso contrario se rechaza y se vuelve a empezar. Se tiene que:

1+{(1{+P) ZP} 27 + P2)-23 P ~(n-2)PP, +

(=3P +P)-3 P —(n—3)(Zszj

Muestreo con probabilidades gradualmente variables

=~n(n-1)PP,

i

Se considera un esquema de urna en el que la unidad U; viene representada por M; bolas. En este
esquema de seleccion con probabilidades gradualmente variables, al seleccionar la unidad U, se
retira una bola de entre las M; que representan a U; y no se vuelve a reponer a la urna para la
siguiente extraccion. Se podra extraer la unidad U, las veces que corresponda mientras no se
acaben las M; bolas que la representan o mientras no se cubra el tamafio » de la muestra, por lo
que la unidad U, puede figurar en la muestra un maximo de veces igual a Min(M,n) i=1,..,N.

La probabilidad de una muestra de tamafio n seguird el modelo hipergeométrico
generalizado (conjunta de » hipergeométricas ¢;). Si cada unidad U; de la poblacién puede

N
elegirse para la muestra #; veces con i = 1, 2, ..., N y se cumple que Zti =n, tenemos:
i=1
P(X)=PWU,, U, U,, U, Uy,-,U,)=Ple, =t,,e, =t,,--,e, =t,)
——
tveces  t,veces t, veces

RPN ) Ut t ty con ZN:’i )
M +M,+--M, M =
to+1, +eoty n
Mediante seleccion con probabilidades gradualmente variables, el estimador lineal
N

insesgado (de Sanchez Crespo y Gabeiras) para el parametro poblacional g = ZK sera:
i=1

Y, -
Osco Za)Y Z?Yz 15 O 1

i=1 i
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que coincide con la expresion del estimador de Hansen y Hurwitz para muestreo con
reposicion y probabilidades desiguales. Se cumple que:

M-n

V(éSCG )

2
5 A M-n 1 |&(Y, M=-ns -
V(b )=—>0 b, =RV 6
(SC(J) M }’l(}’l—l){;{ej SL(J] M (HH)

V(HHH )

Se observa que el estimador de Sanchez Crespo y Gabeiras tiene menor varianza y
menor varianza estimada que el estimador de Hansen y Hurwitz, ya que:

M-n M-n

V(ﬁscc) V(GHH) V(aHH) y V( SCG) IY; V(QHH) <V(HHH)

Gabeiras sugiridé una generalizacion del método anterior consistente en retirar b
bolas en lugar de una cuando la unidad i-ésima es seleccionada para formar parte de la
muestra, supuesto un esquema de urnas en el que la unidad U, est4 representada por M,

bolas (i=1,...,N), siendo b el mayor valor que permita a todas las unidades estar
Min(M,)
n-1

Sanchez Crespo comprobd que con esta restriccion la varianza del estimador
resultante es menor e incluso en ciertos casos inferior a la varianza de los estimadores
obtenidos bajo un muestreo sin reposicion y probabilidades desiguales. La varianza del
estimador para el total con el esquema mixto (generalizacion del muestreo gradual) viene
dada por la expresion:

representadas en la urna durante las » extracciones, es decir, b =

A M -bn
V(X)) = v

V(X )

Se denomina esquema mixto a este procedimiento de muestreo ya que puede
considerarse con reposicion, en el sentido de que cada unidad puede pertenecer a la muestra
mas de una vez, y sin reposicion, pues no se reponen en la urna las b unidades retiradas en
cada extraccion.

Meétodo de Murthy

Murthy mejord un método anterior de Des Raj extrayendo unidades sucesivas para la muestra
con probabilidades P;, P(1-P;), P{1-P—P)) y asi sucesivamente. Propuso el estimador del total:

S P(S/i)X,

= k-

x Y
M P(S) ZZ[P(S)P(S/IJ) P(S/z)P(S/])]pl (?__j

P(S) i=1 j>i Pj

i

P(S) = Probabilidad incondicional de obtener la muestra S.
P(S/i) = Probabilidad de obtener la muestra S condicionado a que se saco la unidad i la primera
P(S/i,j) = Probabilidad de S condicionado a que se sacaron las unidades 7 y j las dos primeras.

Para n=2 se tiene que P(5/i) = P/(1-P;) y P(S) = m; = PP(2-P,—P))/(1-P))(1-P)) y ademas:

J[;P{HZ (1-R)1-P)1-F P){X XJ

S- e-p-py B P

1
} IR {(l P>f+(1 Pt

} V(X,)=

]
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Es un procedimiento general para seleccionar muestras aleatorias simples de cualquier poblacion
(finita o infinita, real o tedrica) de la que se conoce su distribucion de probabilidad.

Variable aleatoria discreta

Consideremos la variable aleatoria discreta siguiente y veremos cdmo se toma una muestra de ella.

X P(x) F(x)
0 0,41 0,41
1 0,26 0,67
2 0,18 0,85
3 0,10 0,95
4 0,05 1

Observamos los valores de la funcién de distribucidén y, basandonos en ellos,
construimos la tabla:

Intervalos X F(x)
00-40 0 0,41
41-66 1 0,67
67-84 2 0,85
85-94 3 0,95
95-99 4 1

Para seleccionar la muestra aleatoria segun la variable X, elegimos un numero

aleatorio entre 0 y
correspondiente a

99 y observamos en qué intervalo cae, eligiendo para la muestra el valor x
ese intervalo. También se puede tomar el nimero aleatorio y convertirlo

en decimal NA (por ejemplo, si sale 69 utilizamos NA = 0,69) y tomar para la muestra el
valor x mas pequeflo que verifica F(x) > NA

....................................................................................

El valor x
la muestraes x =2

1 2 3 4 X

mas pequefio que verifica F(x) > 0,69 es x = 2, luego el primer valor para
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Variable aleatoria continua
El proceso a seguir seria el siguiente:

* Tomar un numero aleatorio de tantas cifras como precision se desee y convertirlo en
decimal (por ejemplo, 23457 se convertiria en 0,23457), y sea NA dicho valor.

* Considerar el valor NA como un valor de F(x) y tomar como valor observado en la
muestra aquel valor de x tal que NA=F(x) =x=F"'(NA).

* Repetir el proceso con distintos niimeros aleatorios hasta completar el tamafio de
muestra deseado.

F(x)

NA >

\ 4

x=F'(NA) X

Dado el nimero aleatoria NA, se toma para la muestra el valor x tal que x=F'(NA).
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2.1.

PROBLEMAS RESUELTOS

Un investigador desea muestrear tres hospitales de entre los seis que existen en una ciudad,
con el proposito de estimar la proporcion de pacientes que han estado (o estaran) en el
hospital por mas de dos dias consecutivos. Puesto que los hospitales varian en tamafio, éstos
seran muestreados con probabilidades proporcionales al numero de sus pacientes. Con la
informacion sobre los hospitales dada en la tabla adjunta se selecciona una muestra de tres
hospitales con probabilidades proporcionales al tamafio (nimero de pacientes) con reposicion
utilizando el modelo del tamafio acumulativo (o modelo polinomial).

Hospital Pacientes Hospital Pacientes Hospital Pacientes
1 328 2 109 3 432
4 220 5 280 6 190

Puesto que seran seleccionados tres hospitales, deben ser elegidos tres nimeros aleatorios entre el
0001 y el 1559 = > Pacientes. Nuestros numeros elegidos son 1505, 1256 y 0827. ;Qué
hospitales seran elegidos para la muestra? Supdngase que los hospitales muestreados registraron
los siguientes datos sobre el nimero de pacientes con permanencia de mas de dos dias:

Hospital N° de pacientes con mas de dos dias de permanencia
a 250
150
c 80

1) Estimar la proporcidon de pacientes con permanencia superior a dos dias para los seis
hospitales.

2) Establecer un limite para el error de estimacion con una confianza del 95%.

Para seleccionar la muestra comenzamos construyendo la tabla relativa al método del
tamafio acumulativo.

1, =[1,M,]=[1,328] Unidades | Tamarios
I, =[M, +1,M, + M,]=[329,437] u, M,
I, =[438869] — 827 u, M,
1, =[870,1089] u, M,
1, =[1090,1369] — 1256 : :
I, =[1370,1559] — 1505 u, M,

Para seleccionar tres hospitales para la muestra se eligen tres numeros aleatorios
entre 0001 y 1559 que resultan ser el 1505, el 1256 y el 0827. Localizados estos numeros en
la columna de los intervalos acumulados, seleccionamos para la muestra los hospitales 3, 5y
6. A continuacion se presenta un esquema ilustrativo de la seleccion de las unidades
muestrales.
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M5=280

> A2 = 150

PPT | M3=432 P,=150/280

> A, =250 |A=80
Pi=250/432 |P,= 50
190
M6=190 >
N =6, M=1559 n=3

A continuacién se realiza la estimacion de la proporcion de pacientes con
permanencia superior a dos dias utilizando el estimador de Hansen y Hurwitz (ya que el

método de seleccion de la muestra es con reposicion). Se tiene:

; o X, " M, X, o, ",
1 1 i 1 #=l X,:>p=12pi=l(

z 80 150 250
X=—X, =—) —=— =0,51
HH - - nM ns i ns 3 + J >

_+_ —_—
190 280 432

Por lo tanto, se estima que un 51% de los pacientes permanece mas de dos dias en el
hospital. A continuacion hallamos el error de esta estimacion.

X

2

i

2

A n 1 (Y - A2 1 M 2 1 _ 2~ Y

Vea,,)= —-0 =V, )= -X = X -X

( HH) n(n—l);(f: HHJ ( HH) n(n—l); M‘. HH n(n—l)(; i HH)
M

con lo que se tiene:

> (B - Bf : : :
()= " 1 {(ﬂ-o,ﬂj +(@-0,51j +(@-0,51j }o,oozz
n-1) 280 432

vV =
n 3-2|1190
¢.(p)- VI;(P) - Vo(;(;olzz =0,0091—1%

Se observa que el error relativo de muestreo es del 1%. A continuacion se realiza

una estimacion por intervalos al 95% de confianza.
P \V(P)=0512%1964/0,0022 =[0.4, 0.6] = 95% confianza

Se observa que el intervalo de confianza es muy estrecho. Esto se debe a que la
estimacion realizada es bastante precisa (solamente un 5% de error).

Utilizando la hoja de célculo Excel, se pueden automatizar los calculos anteriores tal y

como se indica en las figuras siguientes (en las figuras, P; juega el papel de é)
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B3 Microsoft Excel - 2-1a.xls E]@|rz|
E_] Archiva  Edicidn  Yer Insertar Formato  Herramientas Datps  Wenotana 2 Escriba una pregunta - - B X
NSRS 8RR SR e f e 0 ns|l==€ [
118 E b
A \ B [c] D0 | E | F @
| 1 |POBLACION
2 |Hospital N°_Pacientes {Mi} L1 I 5
EXQ 328 1 =B3
| 4 2 109 =E3+1 =E3+B4
| & ] 432 =E4+1 =E4+B5 527
| 6 |4 220 =Ef+1 =E5+BE
715 280 =E6+1 =EG+B7 1256
(B8 |5 190 =E7+1 =E7+B8 1505
9 M= =SUMA(B3:B8)
0]
11 |MUESTRA M; Ay Pi=Ai/Mi
|12 | 432 250 =D12/B12 =(E12-§E$15y2
1 13| 280 150 =D13/B13 =(E13-§EF15)2
14 | 190 80 =D14/B14 =(E14-FE515Y2
| 15 [ESTIMADOR PROPORCION= =PROMEDIO{E12:E14)
16 |[ERROR ABSOLUTO= =(1/6)"SUMA(F12:F14)
E ERROR RELATIVO= =RAIZ(F16)/E15
| 158 | INTERVALO CONFIANZA= =$E$15-1,96"RAIZ($F$16) =$E$15+1,96"RAIZ($F$16)
19 e
A n M Hojal f Hoja2 / Hojaa / 3 >
Lista MUM

E3 Microsoft Excel - 2-1.xls | Fz
E_I] Archivo  Edicidn  Wer Insertar Formato Herramientas Datos  Weptana 7 Escriba una pregunta e B
NEEHRIG S GBS B e Eie - N = -
H12 - e
A [ B & D = I =
| 1 |[POBLACION
2 |Hospital N°_Pacientes (Mi) L1 L 5
El 1 328 1 328
EN 2 109 29 437
| 5 | 3 432 438 869 827
| 6 | 4 220 &70 1083
[Z] 5 280 1090 1369 1256
BN 6 190 1370 1553 1505
'3 (M= 1559
110 |
11 |MUESTRA M; A Pi=AiMi
12| 432 260(0,5737037 | 000447296
113 | 280 1580/0,53571429 | 000057077
14 | 190 80042105263 | 000823936
|15 |[ESTIMADOR PROPORCION= 051182354
| 16 |ERROR ABSOLUTO= 0,00221385
|17 |ERROR RELATIVO= 0,09192921
| 13 [INTERVALO CONFIANZA= 0,41960253 0,60404455
119 | v
W« v m\Hojal {Hojaz / Hojas / < >
Listo MUM

2.2, Una multinacional tiene un total de 40.000 trabajadores distribuidos en 400 fabricas de 100
obreros cada una. Una muestra aleatoria con probabilidades iguales sin reposicion de 25
fabricas presenta la siguiente distribucion de obreros mayores de 50 afios:

Total de obreros
12 17 23 33 36
mayores de 50 afios

N°de fabricas

de la muestra

Estimar el total y la proporcion de obreros de la multinacional con mas de 50 afios, asi como
sus errores de muestreo absolutos y relativos.
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PI

SR

N =400 n=20

Como el muestreo es con probabilidades iguales y se seleccionan 25 fabricas de entre
400, se tiene ;= 25/400 = 0,0625 y ;= (25.24)/(400.399) = 0,00376. Como el método es sin
reposicion, tomamos como estimador del total de clase el estimador de Horwitz y Thompson
y tenemos:

oA, 2:12+3-17+9-23+5-33+6-36

I =10608
i Z 25/400

Para estimar la varianza tomamos el estimador de Yates y Grundy. Tenemos:

JT. Jl'j

25
I} 1’21 — Ui =
(Ar) Z—” 0,00376 - 0,0625> 4

ij i

nx, -, [ﬁ A})z _0,0625” - 0,00376 (4 -4 )
i J

=9,957 [2 3(12-17) +++-+5-6(33 - 36)° ]= 386906,5
Las operaciones anteriores totalmente desarrolladas se muestran a continuacion.

V(A,,) =9,957[2*3(12-17)*+2*9(12-23)*+2*5(12-33)>+2%6(12-36)*+3*9(17-23)*+3*5(17-33)’
+3*6(17-36)* +9*5(23-33)+9*6(23-36)+5*6(33-36)° = 386906,553

El error absoluto de muestreo sera U(/AIHT) =+/386906,5 = 622, con lo que el error

‘7(/]1”)400_ 622

relativo valdra =——-100=0,05863 — 5,8%
A 10608

HT

Como estimador de la proporcion de trabajadores mayores de 40 afios tenemos:

El estimador insesgado de su varianza sera :

V(4,) 386906,5

V) == = 200007

= 0,000242

El error absoluto de muestreo sera a(f’HT) =,/0,000242 = 0,0155, con lo que el error

P
relativo valdra M -100 = 0,0155

P

HT ’

-100 =0,05863 — 5,8% .
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2.3.

Considérese la poblacion de los grupos de la materia Introduccion a la Estadistica que se
imparte en cierta universidad. La universidad tiene 647 estudiantes de esta materia repartidos
en 15 grupos con M; estudiantes cada grupo segun la tabla siguiente:

Grupos (Poblacio'n)| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15
M, | 44 33 26 22 76 63 20 44 54 34 46 24 46 100 15

i

Extraemos una muestra de cinco grupos con probabilidades proporcionales a los tamafios de
los grupos con reemplazo y anotamos el total de horas durante una semana que todos los
estudiantes de cada grupo han empleado para estudiar la materia de Introduccion a la
Estadistica. Los datos se recogen en la siguiente tabla:

Grupos (Muestra)| a b ¢ d e
Horas | 120 203 100 90 40

Si se ha selecciona la muestra {a, b, ¢, d, e} por el método del tamafio acumulativo, estimar la
cantidad promedio de tiempo semanal que un estudiante empled para estudiar la materia
Introduccion a la Estadistica midiendo la calidad de la estimacion. Estimar por intervalos al 95%.

Podemos realizar la disposicion de los calculos del método del tamafio acumulativo y
la obtencion de los cinco nimeros aleatorios, como se indica en la siguiente hoja de Excel.

E3 Microsoft Excel - 2-3.xls
(] aArchive Edicién  Wer Insertar Formato Herramientas Datos  Vemtana 7 Escriba una pregunta o= 5 oER
I == N NN A ARl Al RN - HE o - N & s | E=E= € - H
J24 =2 &
I B T E I F =
| 1 |POBLACION
2 |Grupe M°®_Estudiantes {Mi} Ly I 5
| 3 |1 44 1 =B3 =ALEATORIO.EMTRE(1;647)
| 4 |2 33 =E3+1 =E3+B4 =ALEATORIO.EMTRE(1;647)
15|l 26 =E4+1 =E4+B5 =ALEATORIO.EMTRE(1;647)
| 6 |4 22 =E5+1 =ES5+B6 =ALEATORIO.EMTRE(1;647)
| 7 |5 76 =E6+1 =E6+B7 =ALEATORIO.EMTRE(1;647)
(6 |6 53 =E7+1 =E7+68
(o |7 20 =EG+ =E5+E9
Mol a4 =E9+1 =E9+B10
EE 54 =E10+1 =E10+811
Mz [10 34 =E11+1 =E11+B12
EEIE 46 =E12+1 =E12+B13
412 24 =E13+1 =E13+B14
15 13 a6 =E14+1 =E14+815
| 16 |14 100 =E15+1 =E15+B16
7 15 15 =E16+1 =E16+817
18
19 |M= —SUMA(B3:B17) 2
W 4 » »\Hojal { Hoja2 £ Hojas / 3 >
Listo ()

Realizados los calculos, tenemos la siguiente tabla:

Microsoft Excel - 2-3._xls

(=] archivo Edicidn wer Insertar Eormato Herramientas Datos wentana z - =
: >
. == =N =T = = = ez CIER = o Me e BN | =

J15 - E=
= B [c] o ] E | S =

1 POBLACION

Z | Grupo N°_Estudiantes (Mi) I, I, s
= 1 44 1 44 =224

E] = =] 45 77 15

= =2 25 e 1032 42

=] 4 22 104 125 38
| 7 | s TE 126 =01 ZE7

2 =3 [=x] 202 p={=3

k=] i 20 265 28

10 8 A4 285 328

11 a =23 =29 =8

12 10 sS4 383 416

13 11 =] A17 A6

14 1= p=¥1 AGS ASE

15 13 g 487 532

16 14 100 533 53

17 15 15 533 547

12

19 M= 547 =5
4 4 » e Hojal ¢ HojaZ £ HojaZ o~ | = =1
iDibujo = Lz | suteformas = S w T o = ol 527 (@] bal | S - o - A - )
Liston LI
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La muestra estara formada por los grupos {6, 14, 11, 9, 7} cuyos tamafios son los
siguientes:
Grupos (Muestra) | 6 14 11 9 7

Tamaiios (M,) | 63 100 54 46 20

y el nimero total de horas semanales empleadas por los estudiantes de esos grupos para
estudiar la materia Introduccion a la Estadistica es el siguiente:

Grupos (Muestra)| 6 14 11 9 7
Horas(X,) | 120 203 100 90 40

A continuacion se realiza la estimacion del promedio de horas semanales que dedican
los estudiantes a la materia de Introduccion a la Estadistica utilizando el estimador de Hansen
y Hurwitz (ya que el método de seleccion de la muestra es con reposicion). Se tiene:

5 1 120 203 100 90 40
P G il IR i B i S | T T T 2194
it Z Z [ 100" 54 " 46 20)

Por lo tanto, se estima que el promedio de horas semanales que dedican los
estudiantes a la materia de Introduccion a la Estadistica es algo inferior a dos horas. A

continuacion hallamos el error de esta estimacion.
2

2
s 1 o~ 1 1 n (X . 1 1 n | X -~
VX, )=e——W(X, )= =X | = - MX
Kon) =37V &) =5 n(n—l);(l’i ””j M* n(n—l); M, .
M

2 2 2
n X. 2 M? X 2 no__ o~
)| SVESE, i EEE LIS o/ X, X
M n(n-1) 3 M. M n(n-1) T\ M, n(n-1)\'o

i

con lo que se tiene:
2 2 2 2 2
r?()?m,) L (ﬁo - 1,94] (203 1 94] (1—00 -1 94} (@ -1 94) (@ -1 94] =0,0034
5-4/\ 63 100 54 46 20

(%) oo
¢.(p) T _NO0038 4 0339

X, 1,94

Se observa que el error relativo de muestreo es del 3%. A continuacion se realiza
una estimacion por intervalos al 95% de confianza.

X, = AV (X,) =0,511,964/0,0034 =[1.83, 2.06]— 95% confianza

Se observa que el intervalo de confianza es muy estrecho. Esto se debe a que la
estimacion realizada es bastante precisa (solamente un 3% de error).

A continuacion se presentan calculos y resultados automatizados con Excel.
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B3 Microsoft Excel - 2-3-1.xls

EEX)

O " Hojal { Hoja2 f Hoja3 /
Listo

|<

E_'] Archivo  Edicion  ¥er Insertar Formato  Herramientas Datos  Weptana 2 Escriba una pregunta - J X
NEHRd SRR A9 o B e g -0 - Nks == [
F35 - A
I [ B [c] D ] E \ E &
| 1 [POBLACION
2 |Grupo N°_Estudiantes (Mi) Iy I 5
| 3 1 44 1 =B3 224
4 |2 33 =E3+1 =E3+64 613
EE 26 =E4+1 =E4+B5 342
| 6 |4 22 =E5+ =E5+EB6 436
7 |5 76 =Eg+ =EG+E7 %7
| 3 |6 63 =E7+ =E7+B8
19 |7 20 =E8+1 =E8+B9
108 44 =E9+1 =ES+B10
1119 54 =E10+1 =E10+B11
1210 34 =E11+1 =E11+B12
13|11 45 =E12+1 =E12+B13
1412 24 =E13+1 =E13+B14
| 16|13 46 =E14+1 =E14+B15
| 16 |14 100 =E15+1 =E15+B16
|17 |15 15 =E16+1 =E16+B17
18
|19 | M= =SUMA(B3:B17)
| 20 |
21 [MUESTRA M; X Xi/Mi
|22|5 63 120 =Dii/Biz =(E22-§E§28)2
2314 100 203 =D23/B23 =(E23-$E$25)2
12419 54 100 =Di4/B24 =[E24-§E25)2
25|11 48 20 =D25/Bds =[E25-5EF28)2
26 |7 20 40 =D26/B2f =(E26-§EF2)2
| 27 |
| 28 |[ESTIMADOR MEDIA= =PROMEDIO (E22:E26)
| 23 |[ERROR ABSOLUTO= =(1/6y*SUMA(F22:F26)
| 30 |[ERROR RELATIVO= =RAIZ{F29)/E28 3
| 31 |INTERVALO CONFIANZA= =$E$28-1,96"RAIZ($F$29) =$E$28+1,96*RAIZ($F$29)
32
Fel hd

B3 Microsoft Excel - 2-3.x1s

E_] Archiva  Edicidn  Wer  Insertar Formato  Herramientas Datos  Wepbana  § Escriba una preqgunta
NEHRISI LR 9 - B le Hin o NS|€ %
K29 B ]
A | B [c[ o [ E ] F [ET )
| 1 |POBLACION 3
2 |Grupo N°_Estudiantes (Mi} La L 5
El 1 44 1 44 224
| 4 | 2 33 45 77 13
| 5 | 3 ] 78 103 42
| 6 | 4 22 104 125 38
| 7 | |5} 7B 126 20 267
| g | 5 B3 202 26
| 9 | i 20 265 28
|10 g 44 285 328
| 11| 9 54 329 38
| 12| 10 34 3583 416
| 13| 1" 46 417 46
REY 12 24 463 4586
| 15 | 13 46 487 532,
|16 | 14 100 533 63
17 18 18 B33 647
E
13 | M= 647
(20
21 [MUESTRA N X Xi/Mi
122 | 5 B3 120/1,9047619 0,001924155
123 | 14 100 203 2,03 0,008621542
|24 | 9 o4 100/1,85185185 0,009365448
|25 | ihl 46 90 1,95652174 6 23253E-05
| 26 | 7 20 402 0,002639175
27 |
| 26 |[ESTIMADOR MEDIA= 1,9486271
| 29 |ERROR ABSOLUTO= 0,003435442
| 30 |[ERROR RELATIVO= 0,030078944 3
| 31 |INTERVALO CONFIANZA= 1,83374631 2,063507884
32 a
A " Hojal { Hoja2  Hoja3 / [ 2l
Listo NUM
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Resolver el problema anterior suponiendo que se selecciona la muestra {a, b, c, d, e}
utilizando el método de Lahiri.

Para seleccionar la muestra mediante el método de Lahiri elegimos un par de
numeros aleatorios (i, j) tales que lsi<sN=15y 1<j=< M, = Max (M,) = 100.
i=1,2,.,N
Sij = M; la unidad seleccionada para la muestra es la u;. Sij > M, se repite la
seleccion del par de nimeros aleatorios (i) tales que 1= i < Ny 1=<j < M, tantas veces como

sea necesario hasta que j = M;.

La obtenciéon de los nimeros aleatorios (i,j) puede realizarse con Excel mediante la
funcién ALEATORIO.ENTRE (que se evaluara las veces necesarias para cubrir el tamafio
muestral) tal y como se indica en la figura siguiente.

B Microsoft Excel - 2-4.xls E
E_] archivo  Edicidn  Yer Insertar Eormako  Herramientas Datos  Wentana 7 Escriba una pregunta @ X
IS HBIG s8R P9 oo B e [ € -5 A
F26 & fx =(E2B-FEH2E)2
A [ E [c] D ] E | F | G &
| 1 [POBLACION
2 |Grupo N®_Estudiantes {Mi) I I i i
I 1 44 1 =B3 =ALEATORIO.ENTRE(;15) =ALEATORIO.ENTRE(; 100)
4|2 33 =E3+1 =E3+B4 =ALEATORIO.ENTRE(1;15) =ALEATORIO.ENTRE(1; 100}
| 6 |3 26 =E4+1 =E4+B5 =ALEATORIO.ENTRE(1;15) =ALEATORIO.ENTRE(; 100)
| 6 |4 2 =E5+1 =E5+BB =ALEATORIO.ENTRE(1;15) =ALEATORIO.ENTRE(1; 100}
| 7 |5 76 =EG6+1 =E6+B7 =ALEATORIO.ENTRE(; 15) =ALEATORIO.ENTRE(; 100}
| B |6 B3 =E7+1 =E7+B8 =ALEATORIO.ENTRE(1;15) =ALEATORIO.ENTRE(1; 100}
1 9 |7 20 =E&8+1 =E5+B9 =ALEATORIO.ENTRE, 15) =ALEATORIO.ENTREC(, 100}
| 108 44 =E3+1 =E3+B10
| 11 (9 a4 =E10+1 | =E10+B11
| 1210 34 =E11+1  |=E11+B12
| 13|11 46 =E12+1  |=E12+B13
| 14 |12 24 =E13+1 | =E13+B14
J5H 13 46 =E14+1 | =E14+B15
| 16 |14 100 =E15+1 | =E15+Bi&
| 17 |15 15 =E16+1 |=E16+B17
i)
(19 M= =SUMA{B3:B17) v
W« v wlHojal { Hoja2 £ Hojas / < |
Listo MUM

El resultado obtenido es el siguiente:

Microsoft Excel - 2-4.xls

Ei] Archivo  Edicion  Yer Insertar Formato  Herramientas Datos  Wentana 7 Escriba una pregunta Sl = = B
A=A REN =T EEN- S AR R SN - L w0 o NKs|IE== € [
[29 52 b
A | B [c[D ] E | F_ [ 6 ] H | ! 3
| 1 |POBLACION -
2 |Grupo N°_Estudiantes (Mi) Ly |4 i i
| 3 | 1 44 1 44 2 50 50=44=m1
4| 2 33 45 77 a 25 26<33=M2 u5 = Unidad muestral
| 5 | 3 26 78 103 9 5 5<26=m3 w9 = Unidad muestral
| B | 4 22 104 125 14 9 9<22=h14 uld4 = Unidad muestral
| 7 | =3 7B 126 201 9 B8 B8=7E=M5
| 8 | 53 B3 202 264 13 19/19<63=Mb u13 = Unidad rmuestral
| 9 | 7 20 265 284 14 47 A7 =20=M7
10 | g 44 285 328 12 1212<44=m3 u12 = Unidad muestral
| 11 | 9 a4 329 352
| 12 | 10 34 383 416
| 13 | 11 46 417 462
| 14 | 12 24 463 486
1 15 | 13 46 487 432
| 16 | 14 100 533 G32
| 17 | 15 15 B33 G647
16|
19 M= 647 3
W 4 » W[Hojal { Hoja2 £ Hojad / |< | >
Listo UM
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La muestra estara formada por los grupos {5, 9, 14, 13, 12} cuyos tamafios son los
siguientes:
Grupos (Muestra) | 5 9 14 13 12

Tamaiios (M,) | 76 54 100 46 24

y el nimero total de horas semanales empleadas por los estudiantes de esos grupos para
estudiar la materia Introduccion a la Estadistica es el siguiente:

Grupos (Muestra)| 5 9 14 13 12
Horas(X,) | 120 203 100 90 40

A continuacion se realiza la estimacion del promedio de horas semanales que dedican
los estudiantes a la materia de Introduccion a la Estadistica utilizando el estimador de Hansen
y Hurwitz (ya que el método de seleccion de la muestra es con reposicion). Se tiene:

2 1 =~
Xy = A_/[XHH__ZH_P _MZ_,-__Z___Z =z
M
Por lo tanto, se estima que el promedio de horas semanales que dedican los
estudiantes a la materia de Introduccion a la Estadistica es practicamente dos horas. A
continuacion hallamos el error de esta estimacion.

120 203 100 90 40 _ 199
54 100 46 24) °~

i

2

2
" a 1 1 &(X . 11 XY
V(X,,)=—V(X,, W@ =Xy | = M
( HH) M ( HH) (HH) ( _1) ;( ,' HH] n(n 1); i "

2 2 2
1 1 X, = M1 X, = 1 Lo 2
- M= - MX X X -X
M? n(n—l);[ M. H”] "M n(n- 1);(1\4 HH] n(n—l)[; ’ H”j

i

con lo que se tiene:
2 2 2 2 2
I}()_(HHJ L (@ - 1,99] (203 1 99] (100 1 99) [90 - 1,99] +[@ —1,96} =0,73
5-4|\ 76 54 100 46 24

A -~ ,[() 7
C‘,(XHH ) = =0,429 — 43%

X, 1,99

Se observa que el error relativo de muestreo es del 43%. A continuacion se realiza
una estimacion por intervalos al 95% de confianza.

X, £ A AP (X,,) =1,99 £1,96,0,73 =[0.31, 3.66] — 95% confianza

Se observa que el intervalo de confianza es mas ancho que en el problema anterior.
Esto se debe a que la estimacidn realizada es menos precisa (43% de error).

A

A continuacidn se presentan calculos y resultados automatizados con Excel.
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B3 Microsoft Excel - 2-4.xIs

@_] Archivo  Edicidn  ¥er Insertar Formato Herramientas Datos Venptana 2 Esiriba una pregunta -8 X
NN BERIE NN A RS R NoM - L sl -NKES|E |2 e 4
134 - b
A [ B [c][ B T E [ E [6 [ H ] a8
|1 [POBLACION :
2 |Grupo N°_Estudiantes (Mi) L L i j
3 1 44 1 =E3 2 50 B0=44=M1
| 4 [2 33 =E3+1  =E3+B4 5 25 25<33=M2 15 = Unidad muestral
| 5 |3 26 =E4+1 =E4+B85 b=l a 5<26=M3 0B = Unidad muestral
| 6 [4 22 =E5+1 =E5+86 14 a 9<22=M4 014 = Unidad muestral
| 7 |5 76 =Eb6+1 =EG6+57 9 Jais] G0=>7h=M5
| 8 |6 B3 =E7+1 =E7+B8 13 19 19<B3=ME w13 = Unidad muestral
L9 |G 20 =E5+1 =E5+89 14 47 47 = 20=7
103 44 =E5+1 =E9+B810 12 12 12=<44=M9 w12 = Unidad muestral
11 o 54 =E10+1  =E10+B11
1210 34 =E11+1  =E114B12
13|11 15 =E12+1 =E124B13
1412 24 =E13+1  =E13+814
1513 15 =E14+1 =E144E15
|16 |14 100 =E15+1 |=E15+816
17 15 15 =E16+1 =E16+E17
168
|19 M= =SUMA(B3:B17)
Eil
| 21 |MUESTRA M; X; Xi/Mi
2216 76 120 =D22/B22 =(E22-§E525)2
EE 54 203 =D23/B23 =(E23-5E520)2
24 |14 100 100 =D24/B24 =(E24-3E528)2
2513 46 a0 =D25/B25 =(E25-§E525)"2
| 26 |12 24 40 =D26iB2a =(E26-$EF28)
Ed
| 28 |ESTIMADOR MEDIA= =PROMEDIO{E22:E26)
| 29 |ERROR ABSOLUTO= =(1/6)*SUMA(F22:F26)
| 30 |ERROR RELATIVO= =RAIZ(F29)/E28
| 31 [INTERVALO CONFIANZA= =$E$28-1,96* RAIZ($F$29) =$E$28+1,96*RAIZ(FF$29)
32 b
W 4 » ¥\Hojal { Hoja2 f Hoja3 / 53 3
Lisko UM
2
B3 Microsoft Excel - 2-4.xls rz
i prchive  Edicisn  Wer  Insertar Formato  Herramiertas Datos  Veptana 2 Escriba una pregunta o) o 35S
NN NENFE TR N RS A RN TR A RN - BRG] nl0 DN &K s = “
134 - A
A | B [c[D T E ] F [ G [ H | [ |
1 |POBLACION
2 |Grupo N°_Estudiantes {Mi) i i j
3 1 44 1 44 2 50| 50> 44=h1
4 2 33 45 77 5 25| 25<3353=M2 u5 = Unidad muestral
=} 3 26 78 103 9 5 5=26=M3 uf = Unidad muestral
B 4 22 104 125 14 9/9<22=Mm4 uld = Unidad muestral
7 5 7B 126 201 9 B8 B8 =7B=M5
g <] 63 202 264 13 19 19<63=MB ul3 = Unidad muestral
9 7 20 265 284 14 A7 AT =20=M17
10 5] 44 285 328 12 12 12=44=m3 ul12 = Unidad muestral
11 9 54 329 382
{2 10 34 383 416
13 11 46 417 462
14 12 24 463 486
15 13 46 487 832
16 14 100 533 32
17 15 15 B33 B47
18
18 |[M= 647
20
21 |IMUESTRA M 3G MM
22 5 7B 12011,5789 0,170843043
23 9 54 203 37593 3122219213
24 14 100 10001 0 984617627
25 13 46 90/1,9565 0,001278582
26 12 24 40 16667 0106023396
27
28 |[ESTIMADOR MEDIA= 1,9923
29 |[ERROR ABSOLUTO= 0,73083031
30 |[ERROR RELATIVO= 0429099607
31 |INTERVALO CONFIANZA= 0,3167  3,667855839
il ot
M 4 » M[Hojal/ Haoja2 £ Hojas / < | >
Lista UM
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2.5.

Resolver el problema anterior suponiendo que se selecciona la muestra {a, b, ¢, d, e} sin
reposicion utilizando el método de Ikeda.

Mediante el método de Ikeda la primera unidad se obtiene sin reposicion con probabilidad P;
proporcional a su tamafio M;y las n —1 = 4 unidades restantes de la muestra se seleccionan sin
reposicion y con probabilidades iguales (1/4) descartando el elemento elegido inicialmente.

Los valores de m; y m;j para este método son:

N-n
N-=-2

n-2
+—
N -2

(P +p)

”i=M*Px‘+
N -1

N -1 ’

Para elegir la primera unidad proporcional a su tamafio podemos utilizar el método
de Lahiri del problema anterior, resultando seleccionada como primera unidad muestral us.
A continuacion elegimos cuatro nimeros aleatorios entre 1 y 15 (sin tener en cuenta el 5).

Las probabilidades P;, w; y los cuatro nimeros aleatorios restantes para seleccionar
las cuatro unidades que faltan para completar la muestra, pueden obtenerse como se indica
en la tabla Excel siguiente.

ES Microsoft Excel - Libro2

(] archivo  Edicién  Wer Insertar Formato Herramientas Datos  Ventana ¢ Escriba una pregunta o] o =1 2
RN BENR= R MCERE A A RS Ie A WM - HELC -0 - NX S| IESSE|€ s
G27 - fe
A [ B e T D [ E [ E &
| 1 [POBLACION
2 |Grupe N°_Estudiantes {Mi) Pi=Ni/M T Muestra (grupos)
| 3 1 44 =B3/(3B%19 =(10147D3+4/14 5
| 4 (2 33 =BA/($E519) =(10147"04+4/14 =ALEATORIO.ENTRE(1,158)
L& |l 26 =B5/(5B519) =(10/14"D5+4/14 =ALEATORIO.ENTRE(1;15)
| 6 |4 22 =BB/FEH1) =(10/14)7* D6 +4/14 =ALEATORIO.ENTRE(1;15)
| 7 |5 7B =B7/(3B%1% =(10/147D7 +4/14 =ALEATORIO.ENTRE(1,15)
| 8 |5 B3 =B8/($5%19) =(10/147"0S+4/14
(9 |7 20 =B9/(58515) =(10/147D9+4/14
EEE 44 =B10/(5B515) =(10/1 47 D10+4/14
| 11 (9 54 =B11/3E51 =(10147D11+4/14
| 12 |10 34 =B12/($B%19) =104 D1 2+4/14
| 13 (11 46 =B13/(§B51% =(10/147"013+4/14
2 [12 24 =B14/(5B519) =(10/147° 01 4+4/14
JSil=E] 13 46 =B15/(3B515 =(10147D15+4/14
| 16 |14 100 =B1E/$B519) =(10/147D16+4/14
| 17 |15 15 =B17/(§B519) =(10147"017 +4/14
18
19 (M= —SUMA(B3:B17) —SUMA(D3:D17) —SUMA(E3:E1T)
2 ~
4 4 » w]\Hojal { Hoja2 { Hoja2 / I« >
Listo UM

El resultado obtenido es el siguiente:

B3 Microsoft Excel - 2-5a.xls

i) Archive Edicién  Mer Inssrtar  Eormato  Herramientas Dakos  Wenkana ¢
H - =
=~ =N e i - | 5 | bl e Bi= g
P34 - A~

A | B [ [ | [5) | E F =

1 |POBLACION
Muestra

2 |[Grupe N°_Estudiantes (Mi) Pi—=MuM | 755 (zrupos)
3 1 a4 0 0580062 0,33429013 s
4 2 33 00510045 0,322146169 11
5 3 25 00401855 0,314415194 4
5 4 22 00340031 0,310002208 2
7 5 76 01174652 0,359518017 12
=] 5 &3 00973725 0,355266063
E] 7 20 00309119 0,307794215
10 ] 44 0 0520062 0,33429013
11 EE] 54 00534821 0,345330095
12 10 34 00525502 0,323250166
13 11 a8 00710974 0,336498123
14 12 24 00370943 0,312210201
15 13 a6 00710974 0,336498123
16 14 100 01545595 0,396113932
17 15 15 00231839 0,302274233
18 |M= 647 1 5
19 ol
M 4 » M Hojal { Hoja2 £ Hoja= |« >0
Listo UM
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La muestra estara formada por los grupos {5, 9, 14, 13, 12} cuyos tamafios son los
siguientes:
Grupos (Muestra) | 5 11 4 2 12

Tamaiios (M,) | 76 46 22 33 24

y el nimero total de horas semanales empleadas por los estudiantes de esos grupos para
estudiar la materia Introduccion a la Estadistica es el siguiente:

Grupos (Muestra)| 5 11 4 2 12
Horas(X,) | 120 203 100 90 40

A continuacion se realiza la estimacion del promedio de horas semanales que dedican
los estudiantes a la materia de Introduccion a la Estadistica utilizando el estimador de Horvitz y
Thompson (ya que el método de seleccion de la muestra es sin reposicion). En la tabla siguiente
se presentan todos los calculos necesarios para realizar la estimacion (N=15, n=5).

MUESTRA |M;, |Pi=Mi/M i = Pi (N-n)/(N-1) + (n-1)/(N-1) | Xi | Xi/mi
5 76 0,1174652 0,369618017 | 120 | 324,659
11 46 0,0710974 0,336498123 | 203 | 603,272
4 22 0,0340031 0,310002208 | 100 | 322,578
2 33 0,0510046 0,322146169 | 90| 279,376
12 24 0,0370943 0,312210201 40| 128,119
SUMA= 1658,01
S 1 4 1 & X, 1 120 203 100 90 40 1658
Xyp=—X,,;,=—) —= + + + + = =256
M M T x, 64710369 0336 0310 0322 0,312 647

Por lo tanto, se estima que el promedio de horas semanales que dedican los estudiantes a
la materia de Introduccion a la Estadistica es practicamente dos horas y media. A continuacion
hallamos el error de esta estimacion a través de la estimacion de la varianza. En la siguiente tabla
se presentan todos los calculos necesarios para realizar la estimacion (N=15, n=5).

(Xi/mi)*(1-1%;) T Xi X |m m; P; P; (Xi/7;) (X/78;) (703;-70,7;) /735
66444,64999 | 0,107 | 120 203 | 0,3696 0,3365| 0,117 0,0711 -31007,41923
241473,2008 | 0,099 | 120 100 | 0,3696 0,31] 0,117 0,034 -16210,59516
71798,95557 | 0,103 | 120 90 | 0,3696 0,3221 | 0,117 0,051 -14192,52368
52907,24303 0,1| 120 40| 0,3696 0,3122 | 0,117 0,0371 -6451,525615
11289,67748 | 0,089 | 203 100 | 0,3365 0,31 | 0,071 0,034 -33402,58498

SUMA=443913,7 0,093 | 203 90| 0,3365 0,3221 | 0,071 0,051 -28399,38423

0,09 | 203 40| 0,3365 0,3122 | 0,071 0,0371 -13220,87321
0,085 | 100 90 0,31 0,3221 | 0,034 0,051 -16240,761
0,082 | 100 40 0,31 0,3122 | 0,034 0,0371 -7715,377148
0,085| 90 40| 0,3221 0,3122 | 0,051 0,0371 -6412,377049

2*SUMA= -346506,8426
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s 1 Af~ 1 | <& X2 s S X X (#n, -
V(X )=—VX LN o | T T B St AL
HT Mz ( HT) M2 ; iz( ;) ;;ﬂl ]Z'j ﬂl.j
12 X_lz(l_”l)+...+ 52(1__7[5)4.2 &ﬁ ”12 ﬂlﬂz +££ ﬂ45 _”4ﬂ5 =
M ”1 ”5 JTI ‘”2 ﬂlz ”4 nS JT45
_ 443913,7269 - 346506,8426 - 0.232692

647°

con lo que se tiene:

A

Ny J0,232692
CV(XHT)— = e = OIss—19%

X 2,

HT

Se observa que el error relativo de muestreo es del 43%. A continuacion se realiza
una estimacion por intervalos al 95% de confianza.

X, £ AAP(X,,) = 2,56 £1,96,0,232692 =[1.617, 3.508] — 95% confianza

Se observa que el intervalo de confianza es mas estrecho que en el problema
anterior. Esto se debe a que la estimacion realizada es mas precisa (19% de error).

A continuacion se presentan calculos y resultados automatizados con Excel.

B3 Microsoft Excel - 2-5a.xls
El] Archivo  Edicion  Wer Insertar Formato  Herramientas Datos  Wentana 7
RN RESETR NSRS A RASRA: RN NN - HL -3 N &K §|=

H37 - f

A [ B (ECH D [ E [ F G H =

| 1 |POBLACION
L Grupo N°_Estudiantes (Mi) Pi=hiM i Muestra (grupos)
N1 44 =BHFBF18) =(10/14)*D3+4i14 3
ERE 13 =B4i(FBF18) =[10A45 D+ 4014 11
(5|3 5 =BSIFEE1E) =107 45 DA+ 4014 4
B |4 22 =BEIFBE18) =(10/14)*DE+4i14 2
| 7 |5 76 =BTiEEE18) =(10M14)* D7 +4i14 12
EE 63 =BRIFEE1E) =(10/14)*DE+4114
19 7 20 =B9(FBE18) =(10114)*D9+4i14
1018 44 =B10/(B8§18) =(10M1 4701 D+4114
113 4 SETUGEETE  =(10A4 D11+ 4
12 ]10 34 =B12/(58518) =(10M 4701 2+411 4
| 13|11 46 =B13/(§B§18) =(10M1 4701 3+4114
(14|12 24 SBTAGEETE)  =(10A4DT 44 g
1513 15 SEISERETE)  =(10A 45D S+did
16 |14 100 =B1B/(5E518) =(1 011401 G+41 4
(17 [15 15 SBITIEEETE)  =(IOA4DI T
18 M= =SUMA(B3:B1T) =SUMA(D:D17)  =SUMA(E3E1T)
1
| 20 [MUESTRA M, Pi=MiM 0 Xi Xixi (i) (i)
12115 76 =07 =E7 120 =F21/E21 =(F21/E21"2*{1-E21)
211 46 =D13 =(10M14*D22+4114 203 =F22E32 =(F22E2H"2%(1-E22)
|23 |4 22 =06 =(10M147D23+4114 100 =F23/E23 =(F23E23"21-E23)
| 24 |2 33 =04 =(10M147D24+4114 80 =F24/E24 =(F24/E24)"2*{1-E24)
£12 24 =D14 =(10M14*D25+4114 40 =F25/E35 =(F26/E 25" 2%(1-E29)
26 | =SUMA(G21:625) =SUMA{HZ1:H25)
27
EESTII\M\DORMEDH\= =G26/B18
ﬂEF\‘.RC'R.I\BSOLUT()= =(1B182)"(H26+P31)
| 30 |[ERROR RELATIVO= =RAIZ(F29}E28
| 31 |INTERVALO CONFIANZA= ={E$28-1,96'RAIZ($F$29)  =$E$28+1,96'RAIZ{§F$29)
32
K
| 34 |
W 4 v W Hojal / Hoja2 f Hojas / 3 3]
Liska I RILIMA
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2.6.

B3 Microsoft Excel - 2-5a.xls

@_] Archivo  Edicidn  ¥er Insertar  Formato  Herramientas Datos  Weprana 7 Escriba una pregunta -8 X
NS H RS &l S9- - B e e 19 DN &S |= HHe s :
H37 - &
! [0 Tk [ © [T M T W [ 0 ] P &
19
ﬂ xij Xi Xj xi x Pi Pj ) o Mo - i M
| 21 |= (4 (100 37 (N21 +021)+(31 3)) =F21 =F22 =E21 =E22 =D =D22 =TT 212 (21-L21 M 21421
| 22 |=(41 41011 3)*(N22+022)+{31 3)) =F21 =F23 =E21 =E23 =DM =D23 =222 22 AM2 2 22- L2 22 20122
| 23 |=(4 45101 3 (MN23+ 023 +{311 3) =F21 =F24 =E21 =E24 =021 =D24 =LK 2IMZ I (23-L23 M2 3M123
| 24 |=(411 451001 3)7(N24+024)+{311 3)) =F21 =F25 =E21 =E25 =D =D25 =224 242 4) (1 24-L24 M 24124
| 25 |=(411 4y((1001 37 (N25+025)+{311 3)) =F22 =F23 =EZ2 =E23 =D22 =D23 =(J2EIL2 6K 28IM2 5 (1 28-L 25 M 260125
| 26 |=(41 431011 3)*(NIB+026)+(311 30 =F22 =F24 =E22 =E24 =022 =D24 =(J 262G (K 2626 (1 26-L26*M 2B W26
| 27 |=(41 45101 37 N2T+ 0274311 3)) =F22 =F23 =E22 =E25 =Diz =D25 SERTILZT R 2TIMETY (1 27-L27 M2 T W27
| 28 |= (41 41001 37 N28+028) +{31 3)) =F23 =F24 =EZ3 =E24 =D23 =D24 =(J2BIL2 B 28IM 2 B (1 28-L 28 M 280128
| 29 |=(41 451011 3y N2+ 0 28)+(31 3) =F23 =F25 =EZ3 =E25 =023 =D25 =292 (K292 (2 3-L2 0 M 200123
| 30 |= (4 41001 3)7 N30+ 030 +{3113)) =F24 =F25 =E24 =E25 =D24 =D25 = (3030 I0M3 0 (130-L30 M 30MI30
| 31 | =2'SUMA{(P21:P30}
E v
1 4 » Wl Hojal { Hoja2 f{ Hoja3 / < 3
Lista UM

B3 Microsoft Excel - 2-5.xIs
Eﬂ Archivo

Edicion  Ver [Insertar Formato  Herramientss Datos  Veptana 2

NG H G s R F9 o B me f - 0
F34 = 13
a4 [ 8 [ e [ o [ E T F [ 6 [ H [ 1 [JIK[LITM[N[0[TEF 3

| 1 |POBLACION

Muestra
2 |Grupo N°_Estudiantes (Mi) Pi=Mi/M 713 {(grupos)
18 | 1 44 0,0880062  0,33420013 5
| 4 | 2 33 00510046 0322146169 1
| 5 | 3 26 00401855 0314418134 4
| B | 4 22 0,0340031 0310002208 2
| 7 | 5 76 0,1174652 0369618017 12
| 8 | B B3 0,0973725 0355266063
| 9 | 7 20 00309119 0307794215
10| g 44 00880062 0,33420013
| 11 | 9 54 0,0834621 0345330095
| 12 | 10 34 0,0525502 | 0323250166
| 13 | 11 46 0,0710974 0336495123
| 14 | 12 24 0,0370943 0312210201
| 16 | 13 46 00710974 0336495123
| 16 | 14 100 0,1545525 0396113932
| 17 | 15 15 00231839 0302274233
| 18 |M= 647 1 5
| 19 |

05/ 05/%5)

20 |MUESTRA N Pi=MuM 7 Xi Ximi | (Xirmi)(l-xi) | Xi N oxoox Pi Fj (%X} %5
Z i 76 01174652 0369618017 1200 324559 EB6444 64999 0,10738 1200203 0,37 0,336 0117 0,071| -31007 41923
| 22 | 1 46 00710574 0336498123 203 603,272 2414732008 002922 120100 037 0231 0,117 0,034 -1621059516
| 23 | 4 22 0,0340031 0310002208 100) 322578 7179895557 0,10235 1200 90 037 0,322 0,17 0,051 -14192 52366
| 24 | 2 33 00510046 0322146169 90 279376 5290724303 00998 120 40 037 0,312 0,117 0,037 -6451525615
| 25 | 12 24 0,0370943 0312210201 40 128,119 1128957748 008903 203 100 0336 031 0,071 0,034 -33402 58498
| 26 | 165801 443913,7269 009277 203 90 0336 0,322 0,071 0,051 -28399 38423
27 008371 203 40 0336 0,312 0,071 0,037 -1322087321
EESTIMADDRMEDIA= 2,562604718 008462 100| 90 031 0,322 0,034 0,051 -16240,761
| 29 |ERROR ABSOLUTO= 0,232692 008156 100/ 40 031 0,312 0,034 0,037 -7715377148
| 30 |[ERROR RELATIVO= 0,188239 0,083 o0 40 0322 0312 0,051 0,037 -6412377049
| 31 [INTERVALO CONFIANZA= 1617137192 3,508072 -346506,8426
W 4 v WM\Hojal / Hoja2 / Haja3 / [« 2l
Liska RLIN

Resolver el problema anterior suponiendo que se selecciona la muestra {a, b, ¢, d, e} sin
reposicion utilizando el método de Sampford.

En el método de Sampford los elementos muestrales se eligen con reposicion seleccionando
el primer elemento con probabilidad P; y los restantes » — 1 elementos con probabilidades
proporcionales a P;/(1-nP;). Finalizada la extraccion, la muestra se acepta si todos los
elementos son diferentes, y en caso contrario se rechaza y se vuelve a empezar.

Mediante este método se tiene que:

7T, =nP

i
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1 J

1+|(P+P)-S P [+2(P? + P?)-22 P ~(n-2)PP, +
7, =n(n-1)PP, * *

(=3P +P)-3 P —(n—3)[ZPk2j

Para llevar a la practica el método de Sampford se calculan los P, = M/M y a
continuacion se hallan 2P y 3P;, valores que se utilizaran para calculai ;. La siguiente
tarea es calcular P/(1-5P)), P’ = [P/(1-5P))/Z [P/(1-5P;)] y 7w = 5P..

La siguiente tarea es extraer las cinco unidades muestrales. La primera unidad se extrae
con probabilidad P; = M/M proporcional a su tamafio M; y las siguientes unidades se extraen con
probabilidades P;= [P/(1-5P;))/Z[P/(1-5P;)] proporcionales a P/(1-5P;), con reemplazamiento.
Si sale alguna unidad repetida se repiten otra vez todas las extracciones hasta que no salga
ninguna repetida. Para elegir la primera unidad proporcional a su tamafio podemos utilizar el
método de Lahiri del problema 2.4, resultando seleccionada como primera unidad muestral us.
Para elegir las cuatro siguientes unidades volvemos a repetir el método de Lahiri [extraccion de
pares de niimeros aleatorios (i) con 1< i <15y O= j < Mdx(M;’) = 0,68 hasta que j <= M/]y
resultan elegidas u3, ug, 113 y u14. Las tablas siguientes ilustran las férmulas con Excel y los
resultados obtenidos.

B3 Microsoft Excel - 2-6a.xls
@_] archivo  Edicidn  Ver Insertar Formato  Herramientas Datos  Wenptana 7 Escriba una pregunta -8 X
=T NV TR e A R Al RN - H 2° DNk s|lE==6@e|=0-m-A- [
P14 - £
B [ ¢ [ © [ B T F ] G [ H k] L &
2 |Mi Mi=Pi{(1-5Pi) Pi=MiM xi i i j Pi* pi’
I 44 =D3/{1-5*03) =B3NFEE18) =5*D13 =CUPCHIR =D3"2 =033
| 4 |33 =D4/(1-5*D4) =B4i$BH18) =5*D4 =CHPCHIE =ALEATORIO.ENTRE(1;15) |=ALEATORIOQ*FCH16 =D4"2 =043
| 5 |26 =Dar1-5*048) =BaiEEE18) =5"045 =CHfCE1s =ALEATORIO.ENTRE(1;19) |=ALEATORIOQ™FCE16 =Da"2 =053
| 6 |32 =De/{1-5*0E) =BEIEEE18) =5"D6 =CEECE1E =ALEATORIO.ENTRE(1;18) |=ALEATORIO(O*FCE1E =DE"2 =De"3
| 7 |78 =D7I{1-5*D7) =B7/(EBE18) =5*D7 =CTICER =ALEATORIOENTRE(1;18) |=ALEATORIOQ*FCE16 =072 =073
| 8 |83 =Da{1-5*08) =BePEE18) =5*D3 =CaipCH1e =ALEATORIO.ENTRE(1;15) |=ALEATORIOQ*FCH16 =Dg"2 =Dgr3
| 9 |20 =D9r{1-5*09) =BAEEE18) =5"D49 =CHFCE1s =ALEATORIO.ENTRE(1;19) |=ALEATORIOQ™FCE16 =Da"2 =093
10 |44 =D10/1-6"010) | =B104(§B%18)  =5"D10 =C10/3C818  =ALEATORIO.ENTRE(1;158) | =ALEATORIO()™FCE1E =D10°2 =103
I 54 =D11I1-6+011)  =B110EB%18)  |=&*D11 =CI1/BCE18  =ALEATORIO.ENTRE(1,18) | =ALEATORIC()*ECE18 =D1142 =01143
| 12|34 =D12/(1-5*D12) |=B12{(§B%18) =5"D12 =C12/3C§18  =ALEATORIQ.ENTRE(1;15) |=ALEATORIO(Q*$CE1E =D1242 =D12"3
| 13 |46 =D13/(1-5"013) |=B13i(§B%18) =5"D13 =C13/$C§18  =ALEATORIQ.ENTRE(1;15) | =ALEATORIO()™FC§1E =D132 =D13"3
| 14 |34 =D14/(1-6"014) | =B14(§B%18) =5"D14 =C143C818  =ALEATORIQ.ENTRE(1;18) | =ALEATORIO()™FCE1E =D142 =D14"3
| 16 |46 =D18/(1-6*018) =B16(§B%1E) |=6*D146 =C18/FCE18  =ALEATORIO.ENTRE(1,18) | =ALEATORIO()*ECE1B =D1542 =053
| 16 100 =D16/(1-5*D16) |=B16{(§B%18) =5"D16 =C16/3CE18  =ALEATORIQ.ENTRE(1;15) |=ALEATORIO(Q*$CE1E =D1642 =D16"3
| 17 |15 =D17/(1-5*D17) |=B17i(§B%18) =5"D17 =C17/4C§18  =ALEATORIQ.ENTRE(1;15) |=ALEATORIO(Q*$CE1E =D172 =D1743
| 16 |=SUMA(BXB17) =SUMA(CIC17) =SUMA(DFD17) =SUMA(EZE17) =SUMA(F3:F17) =SUMA(K3:K17]=SUMA{LFL17)
W 4 » Wl\Hojal { Hoja2 /{ Hojas / |« ¥ |
Liska UM
Mi |[Pi=Mi/M | Mi’=Pi/(1-5Pi) |mi Pi' i i Ui |PP? Pi®
1 44 | 0,0680062 0,103044 0,34 | 0,0499 5| 0,0046 0,00031
2 33| 0,0510046 0,068465| 0,255| 0,0332 4| 0,613 0,0026 0,00013
3 26| 0,0401855 0,05029 | 0,2009 | 0,0244 | 14| 0,037 | <M'3=0,04 3| 0,0016 6,5E-05
4| 22]|0,0340031 0,040968 0,17| 0,0198| 14| 0,665 0,0012 3,9E-05
5 76|0,1174652 0,284644 | 0,5873 | 0,1379 4| 0,365 0,0138 0,00162
6 63 | 0,0973725 0,189759 | 0,4869 | 0,0919| 13| 0,514 0,0095 0,00092
7| 20|0,0309119 0,036563 | 0,1546 | 0,0177 2| 0,585 0,001 3E-05
8| 440,0680062 0,103044 | 0,34| 0,0499| 4| 0,006 | <M'8=0,10 g| 0,0046 0,00031
9 54 | 0,0834621 0,143236 | 0,4173 | 0,0694 | 14| 0,231 0,007 0,00058
10 34| 0,0525502 0,071279| 0,2628 | 0,0345| 11| 0,081 0,0028 0,00015
11 46|0,0710974 0,110312| 0,3555| 0,0534| 15| 0,674 0,0051 0,00036
12 2410,0370943 0,045541| 0,1855| 0,0221 3| 0,295 0,0014 51E-05
13| 460,0710974 0,110312 0,3555 | 0,0534| 13| 0,054 |<M'13=0,11 13| 0,0051 0,00036
14| 100 | 0,1545595 0,680272 | 0,7728 | 0,3296 1| 0,319 |<M'14=0,68 14| 0,0239 0,00369
15 15| 0,0231839 0,026224 | 0,1159 | 0,0127 0,0005 1,2E-05
SUMA| 647 1 2,063954 5 1 0,0845 0,00864
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La muestra estara formada por los grupos {5, 3, 8, 13, 14} cuyos tamafios son los
siguientes:
Grupos (Muestra) | 5 3 8 13 14

Tamaiios (M,) | 76 26 44 46 100

y el nimero total de horas semanales empleadas por los estudiantes de esos grupos para
estudiar la materia Introduccion a la Estadistica es el siguiente:

Grupos (Muestra)| 5 3 8 13 14
Horas(X,) | 120 203 100 90 40

A continuacion se realiza la estimacion del promedio de horas semanales que dedican
los estudiantes a la materia de Introduccion a la Estadistica utilizando el estimador de Horvitz y
Thompson (ya que el método de seleccion de la muestra es sin reposicion). En la siguiente tabla
se presentan todos los calculos necesarios para realizar la estimacion (N=15, n=5).

MUESTRA | M; Pi=Mi/M mi=5Pi | Xi Xi/ti (Xi/mi)*(1-ti)
5 76 0,1174652 0,5873 120 204,32 17227,0471
3 26 0,0401855 0,2009 203 1010,3 815643,153
8 44 0,0680062 0,34 100 294,09 57080,3719
13 46 0,0710974 0,3555 90 253,17 41311,3781
14 100 0,1545595 0,7728 40 51,76 608,6976
1813,7 931870,648
A 25
Hr=if5m=i2£= 1 (120 , 203 100 90 40 j=1813,7=2’8
M M%< w, 647005587 0201 0340 0,355 0,772 647

Por lo tanto, se estima que el promedio de horas semanales que dedican los
estudiantes a la materia de Introduccidén a la Estadistica es 2,8 horas. A continuacion
hallamos el error de esta estimacion a través de la estimacion de la varianza. Ahora se
presenta la tabla con todos los célculos necesarios para realizar la estimacion (N =15, n=15).

Xifm)*(1-m) Tij Xi | X] T T Pi P; (Xi/7:) (X783 (70357078, ) /703
17227,0471 0,1024232 (120| 203| 0,58733| 0,201 | 0,117 0,04 -31413,39362
815643,153 0,177923 (120| 100| 0,58733 0,34 | 0,117 | 0,068 -7357,500123
57080,3719| 0,1865756 | 120 90| 0,58733| 0,355 0,117 | 0,071 -6157,939465
41311,3781 0,4440242 | 120 40| 0,58733| 0,773| 0,117 | 0,155 -234,8366464

608,6976 | 0,0554606|203| 100| 0,20093| 0,34| 0,04| 0,068 -68900,81915
931870,648 | 0,0582159 | 203 90| 0,20093| 0,355 0,04| 0,071 -58046,26694
0,1421053 | 203 40| 0,20093| 0,773| 0,04| 0,155 -4846,785171

0,1016725| 100 90| 0,34003| 0,355| 0,068 | 0,071 -14063,38541

0,2458765 | 100 40| 0,34003| 0,773 | 0,068 | 0,155 -1046,18541

0,2577209 | 90 40| 0,35549 | 0,773 | 0,071 | 0,155 -864,3197294

-385862,8633
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s 1 A~ 1 | & Xx? S S X X (o, —mor,
VX, |=—V\X,, |=— —\l -7 )+2 R e
HT Mz ( HT) Mz ;ﬂiz( 1) ;j>[ .7[1. .7'[]- fl'ij
12 X_lz(l_”l)+...+X_52(1_”5)+2 ﬁ& M +...+££ M
M ”1 ”5 ”] ”2 ”]2 ‘7[4 ”5 ”45
1 48 — 2
=93 870,648 328586 ,8633=1,3043
647
con lo que se tiene:
X,
A2 /1,3043
ClX,, |= = =2 =0,4074 —= 41%
X 2,8
HT

Se observa que el error relativo de muestreo es del 41%. A continuacién se realiza
una estimacion por intervalos al 95% de confianza.

X, A V(X,,) =2.8+196y13043 =[0.56, 5.04] — 95% confianza

A continuacion se presentan los resultados automatizados con Excel.

B3 Microsoft Excel - 2-6a.xls g@|@|
@_] Archivo  Edicion ¥er  Insertar  Formato  Herramientas Dabos  Wenbana 7
NESHR D sn Sl B he @i -9
P35 - f

A [l ¢ [T o[ el FT & | H [ 1 T 4Tkl L [MIN]O] P =

| 1 |POBLACION
Muesira

| 2 |Grupo Wi MP=Pii(1-5Pi} PEMiM  xi Pi’ i j (gmupos) P PI’
& 1 44/ 01030445 006801  0,34003 0,04933 5 0,005 0,00031
| 4 | 2| 33 0,06846473 0,051 0,25502 003317 4 0613784 0,003 0,00013
13 | 3| 26 0,05029014 004019 0,20093 002437 14 0,037449 =M'3=0,05 3 0,002 &5E-058
| 6 | 4/ 22 0,04096834 0,034 017002 0,01985 14 0665457 0,001  3.9E-05
| 7 | 5 76 0,28464419 011747 068733 013791 4 0365244 0,014 0,00162
| 8 | 6 63 018975904 008737 048686 009194 13 0514123 0,009 0,00082
LE] T| 20 0,03656307 0,03091 015456 001772 2 0586113 1E-03 3E-05
10| 8 44 01030445 008601  0,34003 0,04993 4 0,096103 <M'8=0,103 8 0,005 0,00031
11 9/ A4 0,14323607 008346 041731 00694 14 0231264 0,007 0,00058
| 12 | 100 34 007127883 0,09255 026275 0,03454 11 008181 0,003 0,00015
| 13 | 11 46 011031175 00711 0,35549 0,05345 15 067492 0,005 0,00036
14 | 12 24 00455408 0,03709 018547 0,02206 30295813 0,001 51E-05
| 15 | 13 46 011031175 00711 0,33549 0,05345 13 0,054477 <M13=0,11 13 0,005 0,00036
16 | 14 100 068027211 015456 07728 03296 1 0,319251 =M14=068 14 0,024 0,00369
|17 | 15 15 0,02622378 0,02318 011592 0,01271 8 040153 9E-04  1,2E-05
18 |m= 647 2,06395359 1 5 1 0,084 0,00864
19
| 20 |MUESTRA M, Pi=MiM  xi <3 Xilxd xi) «dj Xi Xj xi £] Pi Pj XK i iy
| 21 | 5/ 76 0,11747| 058733 1200 20431579 17227058 0,1024232 120 203 058733 0201 0117 004 -31413,39362
| 22 | 3 % 0,04019) 0,20093 203 10103154 8156432 0,177923 1200 100 056733 0,34 0117 0,068 -7357,500123
|23 | 8 44 0,06801| 0,34003 100| 294,08081 A7080,37 0,1865756 120 90 058733 0,355 0117 0,011 6157939465
| 24 | 13 46 0,0711) 0,35544 800 25317381 4131138 04440242 120 40 058733 0773 0117 0,158 -234 8366464
25 | 14 100 015456 07728 40 51,76 G08,6976 00554608 203 100 020093 0,34 0,04 0,068 -65300,81915
| 26 | 1813,656  931870,6 005821583 203 a0 020083 0355 0,04 0,071 -58046,26694
| 27 | 0,1421053 203 40 0,20083 0773 0,04 0155 -4846,785171
| 28 |ESTIMADOR MEDIA= 280318 01016725 100 90 0,34003 0,355 0,068 0,071 -14063,38541
| 29 |[ERROR ABSOLUTO= 1,30434 0,2458765 100 40 0,34003 0,773 0,068 0155 -1046,18541
| 30 |[ERROR RELATIVO= 040742 0,2577208 a0 40 0,35549 0,773 0071 0,155 -864,3197294
| 31 |INTERVALO CONFIANZA= 056471 504165 -385862,8633
| 32 | ~
1 4 » M Hojal{ Hoja2 f Hojad / [¢ el
Lista HUM
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2.7.

Resolver el problema anterior suponiendo que se selecciona una muestra de tamafio 2 sin
reposicion mediante el método de Brewer.

Brewer propuso un método de seleccion para muestras de tamafio # tal que la primera unidad
se extrae sin reposicion con probabilidad proporcional al valor:

k_=p_ﬂ P, <Y
" (1-2pR)

y el resto de las extracciones se realizan sin reposicion y con probabilidades proporcionales a P;.

Para muestras de tamafio 2 las probabilidades m; y m;; son las siguientes:

2P P, 1 1
7, =2P 7T, = ~ * +
P |1-2P "1-2P,
1+Z ! J
S1-2P

En nuestro problema, para realizar la primera extraccion con probabilidades
proporcionales a k; aplicaremos el método de Lahiri seleccionando pares de numeros
aleatorios (i,j) con 1< i< 15 y O=< j< Max(k;)=0,68 hasta que j < k;,con lo que resulta elegida
la unidad u;, después de dos intentos.

Para realizar la segunda extraccion con probabilidades proporcionales a M;
aplicaremos otra vez el método de Lahiri seleccionando pares de numeros aleatorios (i,j) con
1=i=< 15y 0 =<j < Max(M;)=100 hasta que j = M, con lo que resulta elegida la unidad «, después
de tres intentos.

Las tablas siguientes ilustran las formulas con Excel y los resultados obtenidos.

B Microsoft Excel - 2-7.xls

El] Archivo  Edicidn~ Wer  Insertar Formato  Herramientas  Datos  Weptana 7
INEHRIG &R S e B e e 1% DN &S |E==F

014 - f

A B [c] D | E [ E [ G [ H [ | m

| 1 |POBLACION
| 2 |Grupo Mi Pi=MiM i Mi'=Pi'(1-Pi)i(1-2Pi) PI=Mi"/ZMi" i j
=1 44 =B3r§BE18) =rD3 =03*(1-D3N-2* 03 =F3/F§18 =ALEATORIO.ENTRE(1,15)  =ALEATORIC(*$FS16
| 4 |2 33 =B4(§B§18) =rD4 =04*(1-D4Ni1-2"0dy =F4/F§18 =ALEATORIO.ENTRE(1;15)  =ALEATORIC(*FFS16
1 5 |3 26 =RAI§BY15) =2Ds =D5*(1-DE){1-2*D&) =F5IF§18 =ALEATORIO.ENTRE(1;15) |=ALEATORIO(*$B%16
B |4 22 =BEAFBE1E) =D& =D6*(1-DEN-2*DE) =FG/F§18 =ALEATORIO.EMTRE(1;15) | =ALEATORIOH*5B$16
| 7 |5 T8 =B7/§B%18) =rD7 =07=(1-D7){1-2"07) =F7IF§18 =ALEATORIQ.ENTRE(1,16) | =ALEATORIO(™$B%16
1 8 |6 B3 =RAN§BE15) =8 =D8*(1-Da)1-2*08) =F8IF§18
19 |7 20 =Bar§BE1E) =rDa =09*(1-DaNi1-2* 0% =F4/F§18
1018 44 =B10/($B§18) =010 =010701-01mig1-27010y =F10Fg18
1119 54 =B11/(5B518) =D =D11*(1-D11001-2*D11) | =F11F§18
12 ]10 34 =B12/(3D§18) =rD12 =012 0-D18001-2 012 =F12iF§18
13 (11 16 =B13/(5B§18) =2D13 =D1F-D1R-2" D13 | =F13F§18
14112 24 =B14/(58518) =rD14 =014*(1-D140/01-2D14) | =F14iF§18
1513 46 =B156/(3B§18) =rD15 =018*(1-D18)/(1-2* D18y | =F14aF§18
16 |14 100 =B1E/(5BE18) =2*D16 =D16*(1-D16)J(1-2*D16)  |=F16F$18
|17 15 15 =B17/(5B518) =7 =017 (1-D17i-2017) =F17FE18
|18 M= =SUMA(B3:B17) =SUMA(DZ:0M7)  =SUMA{EZ:E17) =SUMA(F3:F17) =SUMA{G3:G17)
19 v
W 4 v M Hojal / Hoja2 f Hojad / lie el
Listo RLIM
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Microsoft Excel - 2-7.xls

E‘_‘] Archiva  Edicion  Yer Insertar Formato  Herramientas Datos  Yeptana 7 Escriba una pregunta of = R
G H R s 0o B me v .5 2 NKs|=E==€|:-A- [
M19 A 3

A [ B el b [ E ] F [ G | H [ | [ J I

| 1 |POBLACION
Muesira

| 2 |Grupe Mi Pi=MIM xi Mr=Pi*(1-Pi}{1-2Pi)  Pr=Mi"ZMi" i ] (grupos)
L& 1 44 0068006 0,13601 0,073359084 0068625117 1 01592283
| 4 | 2 k] 0,0561005 0,170201 0,05390163  0,043673989 12 0,0497039/0,049<0,053=mM3" 12
58 a3 26 0,040185 0,08037 0,041941475 0037877679 11 BB.407157
| B | 4 22 0,034003 0,06801 0,035243668 0,031828836 B 45399532
| 7 | ] Th 0117465 0,23483 0,135500289 0122371386 4 43,922830 49 92<TH=M4 4
| 8 | f ik} 0087372 0,19474 0,108146597 0093571427
L& £ 20 0,020912 006182 0,031930414)  0,028836611
| 10| a 44 0068006 0,13601 0,073359084 006625117
|11 9 54 0,083462 0,16692 0,091823831 0,0929268249
| 12| 10 a4 005255 01051 0,055636083 ) 0,050245388
| 13| 1 46 0,071087 014218 0,0769390128  0,069530394
| 14 | 12 24 0,027094) 007418 0,03858053 0034842382
| 15 | 13 46 0071047 0142148 0,076990128 0,069530394
| 16 | 14 100 0154586 030912 0188136576 0170810741
| 17 | 14 14 0,023184] 004637 0,023747554 0021446605
|18 M= 647 1 2 1,107287372 1
19 v
W 4 v »i\Hojal {Hoja2 f Hojas / < >
Listo MM

La muestra estara formada por los grupos {12, 4} cuyos tamafios son los siguientes:

Grupos (Mueslra)| 12 4
Tamaiios (M,) | 24 22

y el nimero total de horas semanales empleadas por los estudiantes de esos grupos para
estudiar la materia Introduccion a la Estadistica es el siguiente:

Grupos (Muestra) | 12 4
Horas (X,) | 120 203

A continuacion se realiza la estimacion del promedio de horas semanales que dedican
los estudiantes a la materia de Introduccion a la Estadistica utilizando el estimador de Horvitz y
Thompson (ya que el método de seleccion de la muestra es sin reposicion). En la tabla siguiente
se presentan todos los calculos necesarios para realizar la estimacion (N =15, n =2).

MUESTRA |M; | | Pi=Mi/M | mi Xi Xi/mi (Xi/mi)*(1-mi)
12| 24| | 0,03709| 0,074 120 1617,5| 2422206,3

4| 22 0,034 | 0,068 203 | 2985,0227 | 8304401,1
4602,5227 | 10726607

2 . 1
XHT=—XHT=M —= =4614

X, 1 (120 203 | 4602,5227
M o o, 647

1
= +
0,074 0,068 647

Por lo tanto, se estima que el promedio de horas semanales que dedican los
estudiantes a la materia de Introduccion a la Estadistica es 4,6 horas. A continuacion
hallamos el error de esta estimacion a través de la estimacion de la varianza. Ahora se
presenta la tabla con todos los calculos necesarios para realizar la estimacion (N = 15, n = 2).

(Xi/mi)*(1-mi) | mij Xi Xj mi T Pi Pj (Xi/7) (X /753 (703-7m;78;) /75
2422206,3 | 0,00297 120 | 203 0,07419| 0,068 | 0,037 | 0,034 -3383694,955
83044011 -6767389,909
10726607
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s 1 Af~ 1 5. X2 5 5 . )
V(XHT)=M2 P, )- Z—;(l-ni)+2ZZ+ H=— |-

M* | S

i i=l j>i ”t ”j '7[1[
1 | X2 X: X X, (=, -mw
(- )+ 22 (1=, )+ 2) SR 22 T2 T2 29458
M '7[1 ”2 f[l ”2 '7[12

con lo que se tiene:

b

o \/9,458
C, (XHT) = X2 0,66 — 66%

X, 4,614

Se observa que el error relativo de muestreo es del 66%. A continuacién se realiza
una estimacion por intervalos al 95% de confianza.

A

X, £ A V(X,,) = 4,614 £19649.458 =[~1.414, 10.6414] — 95% confianza

A continuacion se presentan los resultados automatizados con Excel.

B3 Microsoft Excel - 2-7a.xls

@_] Archivo  Edicion ¥er  Insertar Formato  Herramientas Dabos  Wenbana 7 Escriba una pregunta -8 X
NESH G s 9 o B le fimd -3 g sE=S=H@eE| n-0-A- F

11 v fe

A JBIL D [ E | F [ ¢ Daaii J [ K[ L [ M[N]O] P =
1 |POBLACION | !

Muestra

| 2 |Grupo  Mi Pi=MiM xi ki=Pi'(1-Pi)/(1-2Pi) Pi'=ki"ZK" i j (grupos) Pif(1-2Pi)
1 3| 1 44 006801 0136 0,073359084 0,0662512 1 0,15923 0,05876
EX Ak 0,081 0102 0,05380163  0,048679 12 0,0487 0,049<0,053=h3" 120 0,0458
| 5| 3 26 004019 o008 0,041941475 0,0378777 11 88,4072 0,03696
| B | 4 12 0,034, 0,062 0,0356243668 0,0318288 6 45,3985 0,03169
7 a 76 011747 0235 0,135500289 01223714 4 48,9228 49 92=76=M4 4| 0,08887
| 3 | B B3 008737 0195 0108146897 0,0985714 0,07841
19| 720 003081 0082 0,031930415  0,0288366 0,029
10 6 44 006801 0136 0,073358084 0,0662512 0,05876
|11 9 54 008346 0167 0,081823831 0,0820268 0,06952
|12 100 34 0,05256 0,105 0,056636083 0,0502454 0,04703
|13 ] 11 46 00711 0142 0,076990128 0,0695304 0,06089
14| 12 24 0,03708 0,074 0,03858053 0,0348424 0,03434
|15 13 46 00711 0142 0,076990128 0,0695304 0,06089
16| 141100 015456 0,308 0189136576 01708107 010678
17 16 18 002218 0,048 0,023747554 0,0214466 0,02211
18 M= 647 1 2 1,107287372 1 083101
19
| 20 [MUESTRA M,  Fi=MiM xi X Xifai (Xifd)'(1-xd) xj X X L x Pi Pj X (- m i
21 12 24 0,03708 0,074 120 1617,5) 24222063 0,00297 120 203 007418 0063 0,037 0,034 -3383694,955
| 2 | 4 12 0,034 0,068 203 29850227 83044011 -6767389,909
| 23| 4602,5227 10726607
24
| 25 |[ESTIMADOR MEDIA= 4614
| 26 |ERROR ABSOLUTO= 9,45803222
| 27 |ERROR RELATIVO= 0,666587207
| 28 |INTERVALO CONFIANZA= | 1414 10,64140349
29
En v
K 4 » W\ Hojal{ Hoja2 / Hoja3 / |¢ Jl
Listo UM
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2.8.

Resolver el problema anterior suponiendo que se selecciona una muestra de tamafio 2 sin
reposicion utilizando el estimador de Murthy.

Murthy mejord un método anterior de Des Raj extrayendo unidades sucesivas para la muestra
con probabilidades P;, P(1-P;), P{(1-P~P)) y asi sucesivamente. Propuso el estimador del total:

% i=1 1 y i—ﬁ
B P(x,)- P ZZ[P(S)P(S/Z]) P(SIHP(S | )PP, oy

S PSI)X, :

P(S) = Probabilidad incondicional de obtener la muestra S.
P(S/i) = Probabilidad de obtener la muestra S condicionado a que se sac6 la unidad 7 la primera
P(S/i,j) = Probabilidad de S condicionado a que se sacaron las unidades i y j las dos primeras.

Para n=2 se tiene que P(S8/i) = P/(1-P,) y P(S) = m; = P,P(2-P~P))/(1-P;)(1-P)) y ademas:

2
- A A 1-P)(-P)1-P-P)[ X X,
K=y 1B - Pyt P < N2
2-P- P Q-P-P) P P

! ] J

7, =P 1+Z

=P

En nuestro problema, para realizar la primera extracciéon con probabilidad P;
proporcional a su tamaﬁo M,, aplicamos el método de Lahiri seleccionando pares de nimeros
aleatorios (ij) con 1 =i =< 15y 0 =j = Mdx(M;)=100 hasta que j = M,, con lo que resulta
elegida la unidad u despues de dos intentos.

Para realizar la segunda extraccion con probabilidad P;/(1-P;) aplicamos otra vez
el método de Lahiri seleccionando pares de nimeros aleatorios (ij)con 1 =i< 15y 0<j =<
Max(P;/(1-P;)) = 0,15456 hasta que j <= P/(1-P;), con lo que resulta eleglda la unidad u,
después de tres intentos.

Las tablas siguientes ilustran las formulas con Excel y los resultados obtenidos.

B3 Microsoft Excel - 2-8.xls

E_'] Archivo  Edicidn  Wer Insertar Formato  Herramientas Datos  Ventana 7 Escriba una pregunta vl
JL}Hﬁljl&ﬂJv\jlqv '|E|Ev||ﬂ E.ﬂmal -|El '|NK§|_§§|€|_ A' 7
123 52 23
A [ 8 Je[ o T E] F [ & ] H | ! =
| 2 |Grupo Mi Pi=Mi'M Pji(1-Pi) i
ERL 44 =B3FEH &) =03 =ALEATORIO ENTRE(T;15) =ALEATORIO.ENTRE(1:100)
| 4 |2 33 =BAEBE1E) =D4(1-F3) =ALEATORIOENTRE(1;15) =ALEATORIOENTRE(1;100)
| 5 |3 26 =BAIEBE18) =D5/(1-F4) =ALEATORIOENTRE(1;15) =ALEATORIOO*EF§16
| 6 |4 22 =BE/FBE18) =DB/(1-F) =ALEATORIOENTRE{1;15) =ALEATORIOO*EF§16
7|5 76 =BTI(HEH &) =D7/(1-FE) —ALEATORIO.ENTRE(1;15) =ALEATORIDO™F§16
|8 |6 63 =BaigBE1g) =D8/(1-FT)
9N 7 20 =BoiEBE18) =D9/(1-F8)
102 44 =B10/5B%18) =010/1-F9)
EEE 54 =B1155B%18) =01 10(1-F 10y
1210 34 =B12/(58%18) =D120(1-F 11}
1 13 [11 46 =B12/5B%18) =013/1-F12)
1412 24 =B14/(5B%18) =C14/01-F13)
11513 46 =B15/(5B%18) =D15M1-F14)
16 |14 100 =B16f5B%18) =D1BI(1-F 15
17 15 15 =B17/5B518) =D17/(1-F16)
18 M= =SUMA(B3:B17) =SUMA{DF:D1T} =SUMA(F3:F17}
19 v
H 4 » »\Hojal {Hoja2 {Hojaz / & >
Lisko UM
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5 Microsoft Excel - 2-8.xls
EL] Archivo  Edicién  ¥er Insertar Formato  Herramientas Datos  Yentana 7 - & X
NEHR G s B Fo- o Bz me Bic -[NE :

P22 - A =2"P21

A [ 5 e[ o TET F [ H \ [ J |
| 1 |POBLACION

Muesira

| 2 |Grupo M Pi=MiM Pji(1-Pi) i j fgrupos)
| 3 | 1 44 0,068008 0,068 11 B3
4 2 23 0,051008 0,0547 1n 2121=33=M2 10
| 5 | 2 26 0,040185 0,0425 14 007782
=N 4 22 0,034003 0,0355 2 011192
| 7| ] T 0117465 01218 2 0,09793 0,087=0,117 2
=R G 63 0,087372 01108
| 9 | 7 20 0,0309132 0,0348
|10 | 2 44 0,068008 0,0705
11 | ] 54 0,083462 0,0898
12 | 10 34 0,05255 00577
ﬁ 11 46 0,071097 0,07a5
|14 ] 12 24 0,037094 0,0401
| 15| 13 46 0,071097 0,0741
|16 | 14 100 0,15456 0,166
| 17 ] 14 15 0023184 0,0278
| 158 M= G47 1 1,0706 v
4 4 » »\Hojal { Hoja2 f Hojad / < >
Listo FUM

La muestra estara formada por los grupos {10, 2} cuyos tamafios son los siguientes:

Grupos (Muestm)| 10 2
Tamaiios (M,) | 34 33

y el nimero total de horas semanales empleadas por los estudiantes de esos grupos para
estudiar la materia Introduccion a la Estadistica es el siguiente:

Grupos (Muestra) | 10 2
Horas (X,) | 120 203

A continuacion se realiza la estimacion del promedio de horas semanales que
dedican los estudiantes a la materia de Introduccion a la Estadistica utilizando el estimador
de Murthy. En la siguiente tabla se presentan todos los calculos necesarios para realizar la
estimacion (N =15, n=2).

ESTIMADOR
MUESTRA | M; Pi=Mi/M i Xi Xi/Pi DEL TOTAL
10 34 0,05255 | 0,055375 120 | 2283,5294 | 3131,088537
2 33 0,051005 | 0,053834 203 | 3980,0303

. X X
! ! ! (1-P)=i+(1-P)—L _ L 31310884839
P, P P | 647

Xy =MXHT “VMa2-P-P

J

Por lo tanto, se estima que el promedio de horas semanales que dedican los
estudiantes a la materia de Introduccidén a la Estadistica es 4,8 horas. A continuacion
hallamos el error de esta estimacion a través de la estimacion de la varianza.

2
= oo 1-P)Y1-P)1-P-P)(Xx X,
(ij= 12V(XHT)_ L\ A=FA-P)A-F-P)IX, X)) 12232406 = 2,92

M’ (2-P-P) PP 647

i
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con lo que se tiene:

X, 4839

s A2,92
CV(XHT) = =327 20,3532 35%

Se observa que el error relativo de muestreo es del 35%. A continuacién se realiza
una estimacion por intervalos al 95% de confianza.

X, £ A AV (X,,) = 4839 £1,96,/2,92 =[~1.48, 8.18]—> 95% confianza

A continuacidn se presentan los resultados y formulas con Excel.

B3 Microsoft Excel - 2-8.xls

Eﬂ Archivo  Edicion  Wer Insertar Formato  Herramientas Datos Weptana 7 Escriba una pregunta
RNEN = NEYR= RN AN R R WeW - B SR N = L€
K32 = F
A [ B g o | E [ F | & | T J [k 3
| 1 |POBLACION
Muestra
| 2 |Grupo Mi Pi=MiM Pji1-Pi) i i (grupos)
| 3 | 1 44 | 0068006 0,06801 11 63
| 4 | 2 33 | 0,051005 005473 10 21 21=33=M2 10
| 5 | ] 26 | 0,040185 0,04251 18 007782
| B | 4 22 | 0,034003 0,03541 2 011192
| 7 | ] 7B | 0117468 0121749 2 009793 0,087=0,117 2
|8 | B B3 | 0,087372 011088
L& 7 20 | 0,030912 0,03477
| 10 | ] 44 | 0,068006 0,07046
|11 | ] a4 | 0,083462 0,089749
| 12 | 10 34 0,05255 005773
113 | 11 46 | 0,071097 0,07545
14 12 24| 0,037094 004012
| 16 | 13 46 | 0,071097 0,07407
| 16 | 14 100 0,15456 016692
| 17| 15 158 | 0,023184 002783
|18 M= 647 1 1,07057
18
| ESTIMAD OR
20 |MUESTRA M, Pi-MiM  xi Xi XilPi DELTOTAL | =xij VARIANZA DEL TOTAL
21 10 34 005255 0055375 1200 22835294 3131,088537 (0056533 1223240,635
| 22 | 2 33 | 0051005 0053834 203 3980,0303
=
E
| 26 |ESTIMADOR MEDIA= 4,839395
| 26 |[ERROR ABSOLUTO= 2,92216
| 27 |ERROR RELATIVO= 0,35323 1
28 [INTERVALO CONFIANZA= 1,488909 8,18988
£l E
M 4 » w\Hojal,{Hoja2 f Hojaz / |< | b
Listo MM
B3 Microsoft Excel - 2-8.xls g
@_] Archivo  Edicion  Wer Insertar Formato  Herramientas  Datos  Wentana 7 Escriba una pregunta - -8 X
NESH G $aB-Fla-c- 5= e Biﬂﬂa' =% z|N & s |= = e & - A-
J29 ~ f
A B =] D E | F |6 | H -
20 |MUESTRA A Pi=MiM = Xi XilPi ESTIMADOR DEL TOTAL
|21 |10 34 =BZUGBEIE  =DII*(1+D22-022)) 120 =FHID21 |=(142-D21-D22))4(1-D22) G2 1+{1.D21)'622)
2202 33 =B221§B%18 =D22*(1+D21/(1-D21)) 203 =F22iD22
23|
|24 |
| 25 |[ESTIMADOR MEDIA= =H21B18
' 26 |ERROR ABSOLUTO= =J21B182
' 27 |ERROR RELATIVO= =RAIZ{F26)E25
E INTERVALO CONFIANZA= =$E$25-1,96 'RAIZ($F $26) =$E $25+1,96 'RAIZ($F$26)
e v
1 4 » M Hojal { Hoja2 £ Hojas /' |< I
Lista UM
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2.9.

B3 Microsoft Excel - 2-8.xls
@_] Archivo  Edicion  Wer Insertar Formato  Herramientas  Datos  Wentana 7 Escriba una pregunta - -8 X
NSER S kB Ao o @B me B 29 s N &S E=T5 @ e E) . :
J29 ¥ &
G | H [ | i [
18
19
20 |XiPi ESTIMADOR DEL TOTAL «dj VARIANZA DEL TOTAL
21 |=F21/021 =(142-D21-D22))'((1-D22)'G21+(1-D21)'622})  =D31"0227(2-D21-D22W(1-D2171-D23)) =(1-D21)*(1-022)'(1-D21-D22) {G21-622)" 242-D21-D22}
22 |=F22i1D22
23
| 24 |
25
26
7
BT hd
W 4 » wl\Hojal { Hoja2 / Hojad /' < #1
Lista UM

En una region montafiosa de 25000 hectareas se trata de estudiar la superficie dedicada a la
plantacion de pinos. La region de divide en 100 zonas disjuntas lo mas similares entre si, de
tal forma que cada zona contiene plantas de todas las clases que crecen en la region. Se
extrae una muestra de 10 zonas con reemplazamiento y con probabilidades proporcionales a
sus superficies. Las proporciones de superficie total dedicadas a la plantacion de pinos en
cada una de las zonas de la muestra son:

0.05, 0.25, 0.10, 0.30, 0.15, 0.25, 0.35, 0.25, 0.10 y 0.20
Se pide:

1) Un estimador insesgado de la superficie total de la region dedicada a la plantacion de
pinos, su error relativo y un intervalo de confianza al nivel = 0,05.

2) Contestar a las mismas preguntas del apartado anterior suponiendo que la seleccién es
sin reposicion mediante el método de Ikeda. En este caso considerar la muestra con sélo
tres zonas de igual superficie (250 hectareas) para las que las proporciones de superficie
total dedicadas a la plantacion de pinos en cada una de ellas son 0.25, 0.35 y 0.40,
respectivamente. Se supone en este caso que las 100 zonas de la poblacion son de igual
superficie.

Considerando muestreo con reposicion (CR) y seleccion con probabilidades
proporcionales a los tamafios (PPT), el esquema del problema es el siguiente:

Xi/M; Xo/M, X3/M3
PPT 0,05 0,25 0,10
> XM, Xs5/M; XMy | X7/M;
CR 0,30 0,15 0,25 0,35
Xs/Mg Xo/Myg Xi0/Mig
0,25 0,10 0,20

N=100 M =25000 n=20
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Sea M;= Superficie de la zona i-ésima
Sea X; = Superficie dedicada a la plantacion de pinos

A n X
PO Sl ; Z_—ﬂz——w(ooswzm -+ +0,20) = 5000
i=1 N i=1 i
n l
M
n X 2 n X 2 n X ?
Yk % YR
I e P )
V(X )= = = =
n(n-1) n(n-1) n(n-1)

(25000-0,05—5000) +(25000-0,25-5000)* +-- -+ (25000- 0,20 — 5000
10(10-1)

=590278

C(X) JV(X) «/59027
X 5000

=015 (15%)

La estimacion por intervalos suponiendo normalidad en la poblacion es:
X £ 2,6(X) =5000 +24/590278 =[3464, 6536]
La estimacion por intervalos sin normalidad en la poblacion es:

G(X) 590278
+ = 1564, 8346
Ja 0,05 [ ]

Para resolver el segundo apartado del problema consideramos la muestra con sélo tres
zonas de igual superficie (M; = M, = M;= 250) para las que las proporciones de superficie total
dedicadas a la plantacion de pinos en cada una de ellas son de 0,25, 0,35 y 0,40, respectivamente.
Como los P; son proporcionales a las superficies de las zonas se tiene:

M,
vy pM 250 o601 (=123 j=123)
Tl 2L -0255 X, =625 M 25(1)00 ,
! 7 =P+ (1-P)=0,01+-—-09=0028
X, X, -1 99
=22 035> X, =875 PP,
M, 250 __=(n—1)[(N_n)_ it n- 2]
X, X, " (N-=1) N-2 N 2
P -5 _040= X, =100 G- 002 32
M, 250 =—— [(100-3)— + 1=0,006
(100 - 1) 100-2 100 -2
. s X ]
Sin reposicion= X ,,, = Z—’ =—(62,5+87,5+100) = 8928,6

7 0,028
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2.10.

I}()%HT) = i(%) (1 _'7[;) + zzn:

i
i<j -7[,- ”/

X (m, -mo.
i—’(;j = 49429600

7,

év@£)=-i%§%%§§¥l=(x78 X =2,6(X)=[-5122.6,22989.8]

Una gran empresa tiene sus inventarios de equipo listados separadamente en 15
departamentos. Se selecciona una muestra de tres departamentos con reposicion y
probabilidades proporcionales al nimero de articulos de equipo en cada departamento. La
tabla siguiente presenta el nimero de articulos de equipo NA en cada departamento D.

D NA|D NA|D NA|D NA|D N4
1 124 40|7 18 [10 22 (13 16
2
3

9 |5 35|8 10 |11 22|14 33
2716 15|19 31|12 19 |15 6

a) Suponiendo que los tres departamentos seleccionados (que seran los de mayor
probabilidad) tienen cada uno 2 articulos impropiamente identificados, estimar el niimero
total de articulos impropiamente identificados en la empresa y su error relativo de muestreo.

b) Estimar por intervalos al 95% la media de articulos propiamente identificados, sabiendo
que los tres departamentos seleccionados tienen respectivamente 4, 5 y 6 articulos

impropiamente identificados. ;Qué estimador es mejor?

El esquema del problema es el siguiente:

M=12| M,=9 | M;=10
M4=40
y A=2
M&=40 | Ms=35| Me=15| PPT M5=35 P,=2/40
~ A2 =2 A3:2
M=18 | Ms=10] My=31| CR P,=2/35 P3:%
M10:22 M11: 22 M12:19 M14=33 >
M13:16 M14: 33 M]5:6
N =15 M=315 n=3

Como se selecciona la muestra de tres departamentos con probabilidades PPT
proporcionales al numero de articulos de equipo en cada departamento, los tres departamentos
seleccionados para la muestra seran el 4, el 5 y el 14, ya que son los que van a tener mayor
probabilidad de seleccion (por tener el mayor niumero de articulos). Al ser la seleccion con
probabilidades proporcionales a los tamaifios, se tiene que P, = M,/ M, con lo que:

40 35 33
—— P p =
31572 3157 7315
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Como el muestreo es con reposicion, el estimador insesgado del total de la clase de los
articulos impropiamene clasificados vendra dado por la férmula de Hansen y Hurwitz.

_Z":A Z ‘—Z __i 315( L2 2] 18
~ nP, nM/M n< M/M n 4 40 35 33
}A)l. = proporcidén muestral en el conglomerado i-ésimo.

Como estamos en muestreo con reposicion y probabilidades desiguales
proporcionales a los tamafios, utilizamos para estimar la varianza la siguiente expresion:

i

7(4)- Z(f’ 2]2 i(?‘MﬁJz ) uy (p - B ]

n(n—l) - n(n—l) -

2 2 2 2
315712 _ 18 +(i_£) N i_ij —1,04209
3-2 (140 315 35 315 33 315

Para estimar la proporcion de articulos propiamente identificados observamos que
los tres departamentos seleccionados para la muestra (el 4, el 5 y el 14) tienen 36, 30 y 27
articulos propiamente identificados respectivamente. El estimador sera el siguiente:

. 1 - 1 &4 1 (M 1L 1(36 30 27
p oty Ay A _1IMSsplivypo + o+ 0,858
oM™ M5 aP M(n Z j Z : 3(40 35 33)

Slp-f : : :
)=i = ! {(36 0858) [ig 0858) [%—0858]}=0,000558

nln-1)  3-2|140

El intervalo de confianza al 95%, suponiendo normalidad, sera:
P+ A A\V(P) =0,858+1,96,/0,000558 =[0.8117, 0.9043]

2.11. Un gran banco que tiene 1000 sucursales con cuarenta microordenadores en cada una,
emprende un proceso de auditoria informatica. Para ello se extrae una muestra sin reposicion
y probabilidades iguales de 20 sucursales, resultando que en nueve de ellas no hay
microordenadores con defectos, en ocho hay un ordenador defectuoso y en tres hay dos
ordenadores defectuosos. Se pide:

1) Estimar el nimero total de microordenadores defectuosos en el banco y sus errores absoluto
y relativo de muestreo. Realizar la estimacion por intervalos al 99% (F'(0,995) = 2,57).

2) Resolver el problema con reposiciéon y comparar los resultados con los del apartado
primero.
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Tenemos como datos N = 1000, M = 40000 y » = 20. Como el muestreo es sin reposicion, el
total de microordenadores defectuosos puede estimarse mediante el estimador de Horvitz y
Thompson. Ademas, al ser el muestreo con probabilidades iguales tenemos que 7; = n/N =
20/1000 = 0,02 y m; = 20(20-1)/[1000(1000-1)] = 0,00038. Se tiene:

A4, 9:0+8:1+3-2

Il =700
Aur Z‘ 7 0,02

La varianza se estima de la siguiente forma:

A o A 0.2, 4. A; (7, —m7w, | 1-0,02 & 2(0,00038-0,027) & &
V4, 1- 2 — = A? AA
()3 0-m)o SESA LTI L TGOS S 0,

8 3
24509+ 0% +8-1° +3-22)—263,15{(2}00)+9‘8(0-1)+9‘3(0-2)+(2j(1~1)+8'3(1‘2)+[2J(2-2)}
=258421

Ahora calculamos el error relativo.

« o~ V(A \J258421
Cv(A) = ( ) _ iso’ =0,2296 (22,96%)
A

La estimacion por intervalos suponiendo normalidad en la poblacion es:
A=A, 6(A) =700 +2.57,/25842,1 =[286.86, 1113.14]

La estimacion por intervalos sin normalidad en la poblacion es:

199D 004 B892 1 94755 2307.55]
Ja 0,01

Para muestreo sin reposicidn, para estimar la varianza podriamos haber tomado el
estimador de Yates y Grundy:

2

20 T, =T A A. 0.022 — 0.00038 & X

q< —-—| == : A -4 )=
( HT) ; _7[!7 (”i ”,j} 0,0003805022 ;( i _,)

= 131,58[9-8(0 ~1) +9-3(0-2) - +8-3(1- 2)2]= 268423
Se observa que el estimador de Yates y Grundy sobreestima la varianza en este caso.

Cuando el muestreo es con reposicion, el total de microordenadores defectuosos
puede estimarse mediante el estimador de Hansen y Hurwitz. Ademas, al ser el muestreo con
probabilidades iguales, P; = 1/N y tendremos:
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n n

A A
Ay =Zn_1;=z

i i

=ﬁz":Ai =%(9-0+8-1+3~2)=700

n

S
=T}

La varianza se estima de la siguiente forma:

20

2 2
n Ai A n A
Z(P —A] Z(l/}v -700] > (1000 4, - 700 )° 1002§:(10A[—7)2
i=1

i i=1

i

(>= ! n(n-1) n(n—1) 20(20 - 1) 380

) 12?30‘[9(10 0-7F +810-1-7) +300-2-7) ] 26842 1

« o~ V(A J268421
Cv(A) = ;5 ) _ 700’ =0,234 (23,4%)

La estimacion por intervalos suponiendo normalidad en la poblacion es:
A+ A,6(A)=700=2.57,/26842,1 =[283.2,1116.8]

La estimacion por intervalos sin normalidad en la poblacion es:

12O 700, 268421 =[-921.9,2321.9]
Ja 0,01

Las operaciones anteriores totalmente desarrolladas se muestran a continuacion.

.~ AV(A) J268423
Cv(A) = §)= 700’ =0,234 (23,4%)

La estimacion por intervalos suponiendo normalidad en la poblacion es:
A% 2,6(A) =700+ 2.57,/26842,1 =[279,1121]

La estimacion por intervalos sin normalidad en la poblacion es:

19D _g00. 298421 _[_o38 35 2338.35]
Ja 0,01

Se observa que los errores de muestreo estimados son ligeramente superiores en muestreo
con reposicion. Ademas, como es natural, los intervalos de confianza son mas anchos (o sea,
peores) en muestreo con reposicion. La ganancia en precision es (26842,1/25842,1-1)100=3,8%,
que es una cantidad pequefia. También se observa que el estimador de Yates y Grundy para
muestreo sin reposicion sobreestima la varianza hasta hacerla incluso mayor que en el caso de
con reposicion (debido a la baja ganancia en precision del muestreo sin reposicion).
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2.12.

Generar una muestra de tamafio 50 de cada una de las siguientes distribuciones:

a) Uniforme entre 10 y 20
b) Poisson con A=1

Calcular la media aritmética en cada muestra y realizar un histograma para sus valores
comentando los resultados.

Para obtener muestras aleatorias segun una distribucion dada es necesario utilizar una
herramienta adecuada. Antiguamente se usaban tablas de numeros aleatorios, pero en la
actualidad cualquier software estadistico dispone de esta funcionalidad. Por ejemplo, Excel
dispone de dos funciones para seleccion de nimeros aleatorios uniformemente con reposicion.
La funcion ALEATORIO( ) devuelve un nimero aleatorio mayor o igual que 0 y menor que 1,
distribuido uniformemente. Cada vez que se calcula la hoja de célculo, se devuelve un niimero
aleatorio nuevo. Si desea usar ALEATORIO para generar un nimero aleatorio, pero no desea
que los nimeros cambien cada vez que se calcule la celda, puede escribir =ALEATORIO( ) en
la barra de férmulas y, después, pulsar la tecla F9 para cambiar la formula a un ntimero
aleatorio. Para generar un nimero real aleatorio entre a y b, use: ALEATORIO( ) *(b-a)+a. No
obstante, la funcion ALEATORIO.ENTRE(a,b) devuelve un numero entero aleatorio
uniforme entre los nimeros a 'y b

Por otra parte, Excel permite obtener numeros aleatorios independientes extraidos
segiin una distribucion dada utilizando herramientas de analisis. Si en el cuadro de didlogo
Andlisis de datos de la Figura 2-1 elegimos Generacion de numeros aleatorios, se obtiene el
cuadro de didlogo Generacion de numeros aleatorios de la Figura 2-2. En el cuadro Numeros
de variables introduzca el nimero de columnas de valores que desee incluir en la tabla de
resultados. Si no introduce ningun niimero, Microsoft Excel rellenard todas las columnas del
rango de salida que se haya especificado. En el cuadro Cantidad de numeros aleatorios
introduzca el numero de puntos de datos que desee ver. Cada punto de datos aparecera en una
fila de la tabla de resultados. Si no introduce ninglin nimero, Microsoft Excel rellenara todas
las columnas del rango de salida que se haya especificado. En el cuadro Distribucion haga clic
en la distribucidn estadistica que desee utilizar para crear los valores aleatorios.

ey w ' Generacion de numeros aleatorios E]g]
Anilisis de datos nX  Generacion de numeros ateatorios _ [2]3X]|
FMirnero de warisbles:
Funciones para andlisis Acepta Cantidad de nuimeros aleatoriod 10 Cancelar
Prueba F para varianzas de dos muestras ﬂ Ve rormal - syuda
Andlis de Fourier Cancelar Parametros
Histograma Media = ER
IMedia mavi fyura Desviarion estandar = [1
| Gereracion de nomerss Aeatorios =
Jararauia v parcenti E E—
Regresmtn Iniciar con: S0
MuEStra Opciones de salida
. & Rango de salida: $asl ==
Prueha t para medias de das muestras emparejadss  En v Lo musva: [ —
Prueha t para dos muestras suponiendo varianzas iguales j i
Figura 2-1 Figura 2-2

Las distribuciones posibles son:

Uniforme: Caracterizada por los limites inferior y superior. Se extraen las variables con
probabilidades iguales de todos los valores del rango. Una aplicacion normal utilizara una
distribucion uniforme en el rango 0...1.
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Normal: Caracterizada por una media y una desviacion estdndar. Una aplicacién normal
utilizard una media de 0 y una desviacidn estandar de 1 para la distribucion estandar normal.

Bernoulli: Caracterizada por la probabilidad de éxito (valor p) en un ensayo dado. La
variables aleatorias de Bernoulli tienen el valor 0 o 1; por ejemplo, puede trazarse una
variable aleatoria uniforme en el rango 0...1. Si la variable es menor o igual que la
probabilidad de éxito, se asignara el valor 1 a la variable aleatoria de Bernoulli; en caso
contrario, se le asignara el valor 0.

Binomial: Caracterizada por una probabilidad de éxito (valor p) durante un nimero de
pruebas; por ejemplo, se pueden generar variables aleatorias Bernoulli de numero de
pruebas, cuya suma sera una variable aleatoria binomial.

Poisson: Caracterizada por un valor lambda, igual a I/media. La distribucion de Poisson se
utiliza con frecuencia para caracterizar el nimero de incidencias por unidad de tiempo; por
ejemplo, el ritmo promedio al que llegan los vehiculos a una garita de peaje.

Frecuencia relativa: Caracterizada por un limite inferior y superior, un incremento, un
porcentaje de repeticion para valores y un ritmo de repeticion de la secuencia.

Discreta: Caracterizada por un valor y el rango de probabilidades asociado. El rango debe
contener dos columnas. La columna izquierda debera contener valores y la derecha
probabilidades asociadas con el valor de esa fila. La suma de las probabilidades debera ser 1.

En el campo Pardmetros introduzca un valor o valores para caracterizar la
distribucion seleccionada. En el campo Iniciar con escriba un valor opcional a partir del cual
se generaran numeros aleatorios. Podra volver a utilizar este valor para generar los mismos
nimeros aleatorios mas adelante. En el cuadro Rango de salida introduzca la referencia
correspondiente a la celda superior izquierda de la tabla de resultados. Microsoft Excel
determinara el tamafio del area de resultados y mostrara un mensaje si la tabla de resultados
reemplaza datos ya existentes. Haga clic en la opcion En una hoja nueva para insertar una
hoja nueva en el libro actual y pegar los resultados comenzando por la celda Al de la nueva
hoja de calculo. Para asignar un nombre a la nueva hoja de calculo, escribalo en el cuadro.
Haga clic en la opcion En un libro nuevo para crear un nuevo libro y pegar los resultados en
una hoja nueva del libro creado. En la Figura 2-3 se muestra la salida correspondiente a las
opciones de Generacion de numeros aleatorios de la Figura 2-2 (10 niimeros aleatorios
normales de media cero y varianza 1 con semilla 50).

A 4
-2,5043119
0,34869686

1,3207341
0,81364588
-2,3642497
-0,3306656
-2,6107955
0,04671847
0,03416288
0,13331032

Figura 2-3

W0 - W kD —

o

Adicionalmente, Excel permite obtener una muestra aleatoria simple con reposicion de
una poblacién numérica dada como rango de entrada. Si en el cuadro de didlogo Andlisis de datos
de la Figura 2-4 elegimos Muestra, se obtiene el cuadro de didlogo Muestra de la Figura 2-5. A
continuacion se explica la funcionalidad de todos los campos del cuadro de didlogo Muestra.
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Analisis de datos @g‘
Funriones para andlisis
ntar

ndids de Faurier ﬂ
Histograma Cancelar
el mol

(Genercion e nimeras dleatorios Byuta
Jerarquia y percenti

Fegresion

Prueha t para medias de dos muestras emparejadas
Prughia t para dos muestras suponiendo varianzas iguales
Prugba t para dos muestras supaniendo varanzas desiguales ﬂ

Figura 2-4

_____ = © D E F G A B © D
1 1 -2,5043119 1 9
14 2 | 0,34869686 14 11
35 Entrada 3 1,3207341 35 =]
5?5 Rango de entrada; t2$1:4B422 : @ 4 | 0,81364988 a7 a7
=N I Rotuios Cancelar 5 -2.,36424897 s3] 19
El — 6 | -0,3806656 9 15
123 Métoda de muestreo Ayuda 7 2 R107955 12 )
13 " Periddico 2 | 004671847 13 17
153 Periodo: 9 | 003416289 15 10
B 10| 0,13331032 4] 12
a3 ™ Aleatorio 11 2 1
3 Mimero de muestras: |15 12 & B
gs QOpriohes de salida 13 g ?g
E: @ Rango de salida; $C$1 EY 15 8 a
1UE " En una hoja nueva; ’7 16 10
113 " Enun lbro nueva 17 11
15 18 15
161 19 16
1 20 17
18} 21 18

777777777 101 22 19

Figura 2-5 Figura 2-6

Rango de entrada: Introduzca la referencia correspondiente al rango de datos que contenga la
poblacion de valores de los que desee extraer una muestra. Microsoft Excel extraera muestras
de la primera columna, luego de la segunda y asi sucesivamente.

Rotulos: Active esta casilla si la primera fila y la primera columna del rango de entrada
contienen rétulos. Desactivela si el rango de entrada carece de rotulos; Excel generara los
rotulos de datos correspondientes para la tabla de resultados.

Método de muestreo: Haga clic en Periddico o Aleatorio para indicar el intervalo de
muestreo que desee.

Periodo: Introduzca el intervalo periddico en el que desee realizar la muestra. El valor # del
periodo del rango de entrada y cada valor » del periodo siguiente se copiaran en la columna
de resultados. El muestreo terminara cuando se llegue al final del rango de entrada.

Numero de muestras: Introduzca el nimero de valores aleatorios que desee en la columna de
resultados. Cada valor se extrae de una posicion aleatoria del rango de entrada y puede
seleccionarse cualquier nimero mas de una vez.

Rango de salida: Introduzca la referencia correspondiente a la celda superior izquierda de la
tabla de resultados. Los datos se escribiran en una sola columna debajo de la celda. Si
selecciona Periddico, el nimero de valores de la tabla de resultados sera igual al nimero de
valores del rango de entrada, dividido por la tasa de muestreo. Si selecciona Aleatorio, el
numero de valores de la tabla de resultados sera igual al nimero de muestras.
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En una hoja nueva: Haga clic en esta opcion para insertar una hoja nueva en el libro actual y
pegar los resultados comenzando por la celda Al de la nueva hoja de calculo. Para darle un
nombre a la nueva hoja de calculo, escribalo en el cuadro.

En un libro nuevo: Haga clic en esta opcion para crear un nuevo libro y pegar los resultados
en una hoja nueva del libro creado.

Al pulsar Aceptar en la Figura 2-5, se obtiene la muestra aleatoria simple de tamafio
10 con reposicidon de la columna C de la Figura 2-6, que ha sido extraida de la poblacion de
22 elementos de la columna B. Si la muestra se quiere sin reposicion, se utiliza este mismo
procedimiento hasta obtener tantos elementos distintos como tamafio muestral se requiera.

Centrandonos ya en nuestro problema particular, seleccionaremos nuestra primera
muestra de tamafio 50 aleatoria uniforme de valores entre 10 y 20. Para ello, situamos la funcion
ALEATORIO( )*(20-10)+10 en una casilla de Excel y arrastramos esta formula 50 casillas hacia
abajo. Para seleccionar la muestra de Poisson, en Herramientas — Andlisis de datos elegimos
Generacion de numeros aleatorios y rellenamos la pantalla de entrada como se indica en la Figura
2-7. Al pulsar Aceptar se obtiene la columna de 50 numeros aleatorios de Poisson con A =2. Con
las funciones PROMEDIO(A2:A51) y PROMEDIO(B2:B51) calculamos las medias de ambas
columnas de numeros aleatorios obteniendo como resultado niimeros cercanos a 15y 2, que son el
centro del intervalo en la distribucién uniforme y el parametro de la distribucion de Poisson,

respectivamente.
Generacion de numeros aleatorios g]
Mdmero de variables: 1
Cantidad de ndmeros aleatorios: |50
Distribucion: Poisson w
Parametros
Lambda = 2

Iniciar con:

Opriones de salida

(%) Rango de salida: $B$2:4B451
() En una hoja nueva:

) En un libro nueva

Figura 2-7

Para representar los histograma de frecuencias de cada muestra, en Herramientas —
Andlisis de datos (Figura 2-8) elegimos Histograma y rellenamos la pantalla de entrada como se
indica en las Figuras 2-9 y 2-10. Al pulsar Aceptar se obtienen los histogramas de frecuencias. La
Figura 2-11 presenta las dos series de numeros aleatorios con sus distribuciones de frecuencias y
sus histogramas. Se observa que el histograma de la distribucion de Poisson se acerca mucho a una
normal.
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Andlisis de datos

Funciones para analisis

Analisis de varianza de un Factor ~
Andlisis de varianza de dos Factores con warias rmuestras por grupo
Anélisis de varianza de dos Factaores con una sola muestra por grupo
Coeficiente de correlacion

Covarianza

Estadistica descriptiva

Suavizacidn expaonencial

Prueba F para varianzas de dos muestras

Analisis de Fourier

Figura 2-8
Histograma [Z| Histograma
Entrada Entrada
Rango de entrada: $ad2i$A$51 Rango de entrada:
Rango de clases: 1= Rango de clases:
q Ayud q
[ rétulos [ﬁ] [ rétulos
Opciones de salida Opciones de salida
() Rango de salida: $o$2 (%) Rango de salida: $0F14
() En una hoja nueva: () En una hoja nueva:
() Enun libro nuevo ) En un libra nuevo
[ pareta (Histograma ordenado) [ pareta (Histograma ordenado)
[ porcentaje acumulado [ Poreentaje acumulado
Crear grafico
Figura 2-9 Figura 2-10
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2.13.

Sea la poblacion {U;, U,, Us} en la que se conocen los valores de una determinada variable X:
X(U)R2 X(U,)=3 y X(Us)=6. Se seleccionan dos unidades sin reemplazamiento con probabilidades
proporcionales a los valores de la variable X en cada extraccion, resultando elegidas las unidades U,
y Us. Se pide:

1) Calcular la estimacion puntual lineal insesgada para el total de la variable X.
2) Calcular la estimacion por intervalos al 95% para el total de la variable X (poblacion normal).

Como el muestreo es con probabilidades proporcionales a los numeros 2, 3 y 6,
tenemos que las probabilidades iniciales de seleccion de cada unidad poblacional para la
muestra son P; = M/2.M,, es decir: 2/11, 3/11 y 6/11. Como el método es sin reposicion
tomamos como estimador del total el estimador de Horwitz y Thompson y tenemos:

1-2P ¢
nr 2

i

x =(2/11) 1—2(2/11)+ 2/11 N 3/11 N 6/11 — 0,468
1-2/11 1-2/11 1-3/11 1-6/11

z, =(/11) 1—2(3/11)+ 2/11 . 3/11 N 6/11 ~ 0,660
1-3/11 1-2/11 1-3/11 1-6/11

. _(6/11)(1—2(6/11)+ 211 3/11 6/l j_ogﬂ
: 1-6/11 1-2/11 1-3/11 1-6/11)

2 6
Z =1116
~ 7, T 0468 1 0871

i

Para estimar la varianza necesitamos el valor de t;,. Tenemos:
7t = P(U,U;)=P(U,)P(U3/U,)+P(U;)P(U,/U3)=(2/11)(6/9)+(6/11)(2/5)=0,34

El valor anterior puede calculase también mediante:

Y L S 7 (S WS B W
Y \1-P I—Pj 1111\1-2/11 1-6/11

o 2 X; —mm, ) 4(1-0,468) 36(1-0871)
14D'¢ - i +2 i 2 > + 5 +
( ’”) ;nf( ) Z,Zn 7, ( 7, j 0,468 0,871°
o2 . 6 034-QA68O8T) 15037 1171124126
0,468 0,871 0,34

El error relativo de muestreo sera

X J4.12
U(AX”T) 100 = ’2 6 100 —18,2%

HT

La estimacion por intervalos suponiendo normalidad en la poblacion es:

X+ A,6(X)=1116+1,96,/4,126 =[7.17,15.14]
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2.14.

Consideremos una region con N = 3 municipios con una poblacion de 3, 5 y 7 miles de habitantes
cada uno. Sabemos que la variable X = Numero de mujeres en cada municipio toma los valores 1,
3,y 4 (en miles). Para estudiar el nimero medio de mujeres en la region se toman muestras de dos
municipios con probabilidades proporcionales a sus tamafios sin reposicion y sin tener en cuenta el
orden de colocacion de sus elementos utilizando el método de Brewer. A partir de las distribuciones

en el muestreo de X,, y V(X,,), hallar V(X,,), E(X,,) y E(V(X,,)). Comentar los
resultados.

Como estamos ante un método de seleccion de unidades primarias compuestas con
probabilidades iniciales proporcionales a los tamafios 3, 5 y 7, dichas probabilidades seran
{3/15, 5/15, 7/15}. Como no hay reposicion y las probabilidades son desiguales, utilizamos el
estimador de Horwitz y Thompson.

Dado que el método de seleccion es el de Brewer tenemos:

2P P, . 1 1 }

L 1 2P+l 2P
1+ i I
ST

ni=nPi=2Pi . _71[/ =

Dado que el método es sin reposicion y no importa el orden de colocacion de los
elementos en las muestras, el espacio muestral esta constituido por la muestras (u,u,), (¢41,43) ¥
(up,u3) con Pi= p(uy) =3 /15, P, = p(uy) = 5/15 y P; = p(u3) = 7/15. La distribucién en el
muestreo (con el esquema de seleccion de Brewer) del estimador de Horvitz y Thompson y del
estimador de su varianza, asi como el espacio muestral y las probabilidades asociadas a las
muestras se presentan en el siguiente cuadro:

2
x, |\ x, |z |a, | X, -2 Xy (f )BT (X X
] ' 2Pl ZPZ Ty ”1 ”2

1|3 |6 | L 12

15 |15 7
1 g B2 2] 0,38265

15 | 15 14

49 123
314 115 lis 14 0,00170

A partir de las distribuciones de X . Y V(X,;) podemos calcular su esperanza y su
varianza de la siguiente forma:

E( X, )="7(1/15)H95/14)(5/15)+(123/14)(9/15) = 8

V(X ,, )= (7-8)%(1/15 -8Y+(95/14 -8)X(5/15 -8)*+H(123/14 -8)*(9/15) = 0,9285

E( I}()A( ar)) = 12(1/15)+0,38265(5/15)+0,0017(9/15) = 0,9285

V( I}()}' ) = (12-0,9285)*(1/15)+(0,38265-0,9285)* (5/15)+(0,0017-0,9285)* (9/15) = 8,768
Segun el resultado anterior se tiene £ ()A( 47 )=8=X, con lo que se comprueba que el

estimador de Horwitz y Thompson es insesgado. También se tiene que V()A( ar)= 09285y

E (I}()A( nr)) = 09285 = V()A( ur) > con lo que se comprueba que el estimador de la varianza es
insesgado.
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2.15.

Resolver el problema anterior considerando ahora el esquema de seleccion de probabilidades
gradualmente variables de Sanchez Crespo y Gabeiras con probabilidades iniciales de seleccion de
las unidades {1/6, 1/3, 1/2}. Comparar los resultados con los obtenidos utilizando muestreo con
reposicion sin tener en cuenta el orden de colocacion de los elementos en las muestras.

Segun el esquema de probabilidades gradualmente variables, se puede suponer que existen seis
bolas en una urna de las que una bola representa a la unidad u;, dos bolas representan a la unidad
up y tres bolas representan a la unidad u3, ya que P, = p(u;) = 1/6, P,=p(uy) = 1/3 =2/6 y P;=
p(us) = 1/2 = 3/6. En cada seleccion se extrae una unica bola que no se repone a la urna para
seleccionar la siguiente bola, con lo que al seleccionar la segunda bola falta una bola de la urna.
Seguin este esquema, el espacio muestral y las probabilidades asociadas a las muestras seran:

S(X) | P(u,u,)=Pu)Pu,/u)+ P, )P,/ u,)
(1,42 L 2 2 013333333
65 65 15
(u,,u;) l-i_'.i.l:i:()z

6 5 65 15
21 1
: 2o 2 0,06666666
(uy,u,) 65 15
23 32 6
22,2.2.0% o4
(uy,u5) 65 65 15
323 4,
(uy,uy) 6 5 15

El estimador insesgado para el total de Sanchez Crespo y Gabeiras es:

5 X XX
Xeo =D =t
< &P 2R 2P,
, —n1(& X} 21X X X]
Su varianza es V(XHT)=M nl PP & _6-27 21 72 78 g
M-1n{7 P 6-12{F P PR

El estimador insesgado de la varianza vale:

2 2 2
s M-n 1 |&(x) . 6-2 1 |(x) (X 5
V(X)) =—— M ZE | X, |=— Sl 22| 22k
( SCG) M n(n—l)[,a ( B] SCG:I 6 2(2_]) {( R] (Pz J SCG]

El cuadro del disefio muestral completo seria el siguiente:

2 2
X, | x, 7, | Xy = 5(7‘1+ 2XPZ V(X )= % (%) +[);22 ) -2X2,
T | 3 0,1333 75 15 )
1 | 4 0,2 7 0,6666
3|3 0,0666 9 0
3| 4 0,4 8,5 0,1666
4 | 4 0,2 8 0
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A partir del disefio anterior se tiene E()?SCG)= (7,5)0,1333 +... +8(0,2) =8 =X=
1 + 3 + 4, con lo que se comprueba que el estimador de Sanchez Crespo y Gabeiras es
insesgado. También se tiene a partir del disefio que V()E' scc )= (7,5-8)%(0,1333) + ... + (8-8)%(0,2)
=04y E(V(Xg))=(1,50,1333 + ... +0(0.2) = 04 = V(X 4, ) , con lo que el estimador de
la varianza es insesgado. Por ultimo se tiene V(I}()A( o)) = (1,5-0,4) (0,1333) + ...
+(0-0,4)*(0,2) = 0,24.

El célculo de la varianza del estimador del total de Sanchez Crespo y Gabeiras
también puede realizarse a través de su formula correspondiente como sigue:

~ _ 3 2 2 2 2 12 32 42
V(XSCG)=%1£ ﬁ_ij_ﬂl££+£+£_gzj=ﬂ[_ 82}0,4

12(4'P 520p "B P 52(1/6 1/3 1/2

Para el caso de muestreo con reposicion sin importar el orden de colocacion de los
elementos en las muestras la probabilidad de cualquier muestra sera:

P(u; ) = P(u)P(u))+ P(u)P(u) = 2 P(u)P(u) y Plu 1)) = [Pu)]*

Las muestras posibles son (u1,u1), (ul,u2), (ul,u3), w2.u2) (u2,u3) y (u3,u3) con P, =
pluy) = 1/6, P, = p(uy) = 1/3 'y P3 = p(us) = 1/2,. Como estamos en muestreo con reposicion el

estimador lineal insesgado para el total es el estimador de Hansen y Hurwitz ()A( = X1/12P; +
X5/2P,). Como estimador insesgado para la varianza se puede utilizar:

o ) ., X,. 2 | 1 £2 &2_ .
V(XHH)=71(I’Z—1)[;(?[] _nXHH]_z(Z—l)I:(P]) +(P2J 2XHH:I

La distribucion en el muestreo del estimador de Hansen y Hurwitz y del estimador de su
varianza, asi como el espacio muestral y las probabilidades asociadas a las muestras se presentan
a continuacion:

2 2
X, | x, P, =Pu,u,)|X,, = ;(7‘1+ 2XP22 V(X ) =% (X?I‘J +();:J -2X2,
T |1 0,1666 6 0 )
1| 3 0,1666 7.5 2,25
1 | 4 0,1666 7 1
303 0,3333 9 0
3| 4 0,3333 8.5 0,25
4 | 4 0,5 8 0

Segun la tabla anterior, £ ()A( ) =60(0,1666) + ... +8(0,5)=8=X=1+3+4,conlo que
se comprueba que el estimador de Hansen y Hurwitz es insesgado. También se tiene que
V(X,,)=(6-8)%(0,1666 + ... + (8-8)*(0,5) = 0,5y E(V(X,,))= 0(0,1666) + ... +0(0,5) =
0,5= V()A( 1) > con lo que el estimador de la varianza es insesgado. Por ultimo se tiene que
VIV(X,,)) = (0-0,57(0,1666) + ... + (0-0,5)%(0,5) = 0,5.
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2.16.

El calculo de la varianza del estimador del total de Hansen y Hurwitz también puede
realizarse a través de su formula correspondiente como sigue:

~ X7 2 2 2 I’ 32 &
V(XHT)=1 X -X? =1 ﬁ_,.&_l_é_gz _1 4 8=
2P 2lB "B R 2\ 6 13 12

. M - .
Observando los resultados vemos que se cumple V' (X 4. ) :M_n. V(X,;),yaque

0,4=[(6-2)/(6-1)]0,5.

Ademds, V(X gq) =" i V(R ), va que V(Xgp)= [(6-2)/6]7(X,,)para

todos los elementos correspondientes de las columnas consideradas en las tablas anteriores.

Como V()A( scg) =04y V()A( HT)=O,5, el método de seleccion con probabilidades

gradualmente variables con el estimador de Sanchez Crespo y Gabeiras resulta mas preciso
que el método de seleccion con reposicion de Hansen y Hurwitz.

Supongamos que tenemos una poblacién de N = 5 nifios para los que sus edades correspondientes en
afios son {3, 3, 4, 6, 8} y sus pesos en kilos son {10, 16, 16, 25, 33}. Se toman muestras sin reposi-
cion de tamafio 2 de la poblacion de nifios con probabilidades proporcionales a sus pesos. Se pide:

1) Obtener un etimador lineal insesgado para la edad media de los nifios basado en la muestra de
mayor probabilidad, asi como su error de muestreo.

2) Si consideramos la seleccion de la primera unidad muestral proporcional al peso y la segunda
con probabilidades iguales, obtener un estimador lineal insesgado para la edad media de los
nifios basado en la muestra (4,8) asi como su error de muestreo.

Como no se especifica nada respecto al orden de colocacion de los elementos en las muestras y
el muestreo es sin reposicion, supondremos que el orden no interviene. Habrd entonces

@J =10 muestras posibles, que son: (3,3), (3.4), (3,6), (3.8), (34), (3,6), 3.8), (4,6), (4.8) y (6,8).

Las probabilidades iniciales de seleccion P; proporcionales a M =10, M,=16, M;=16,
M,;=25 y Ms=33 originan los siguientes valores: P; = {M,/M=1/10, M,/ M=4/25, Ms/M=4/25,
My/M=1/4, Ms/M=33/100}. Las probabilidades 7; se calculardn de la siguiente forma:

7w, =P((uu,)E(X))=Pu, €1"Nu, €2* )+ P(u, €1" Nu, €2%)
= P(u, €1")P(u, €2*/u, €1*) + P(u, €E1")P(u, €2*/u, €1*) =

M. M. M. M. P. P
i, J + J . i =P," J +P/.' i RP 1 1
M M-M, M M-M, -/ 1-P, -p 1-P

Y como ya conocemos las P;, para calcular las probabilidades 7; basta sustituir en la
férmula anterior. También es posible el calculo como sigue:

m = PB3J3) = PGEINPGRE2BEIY) + PGEINPGREXAEI) = (M/MY(Mo/(M-M1)) +
(Mo/ MY(My/(M=M:)) = (1/10)(16/90) + (4/25)(10/34) = 0,0368
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7, = P34) = PBEIPPEEIEI®) + PACI)PBE2VAEL?)
(Ms/ MY(My/(M-M3)) = (1/10)(16/90)+(4/25)(10/84) = 0,0368

(M/M)(Ms/(M-My))  +

m; = PB3.6) = PGEINPGEIEI) + P(6E1)PBE2Y6EI?)
(My MY(My/(M=My)) (1/10)(25/90)+(1/4)(10/75) = 0,0611

(M/M)(My/(M-My)) +

De la misma forma se obtiene 7;,=0,0611, 7;5=0,0859, m,;=0,0609, 7,,=0,1009,
J0s5 :0,1416, T34 :0,1009, T35 20,1416 Y 7tys :0,2331

El calculo de los 77 se realiza de la forma siguiente:

71 = 7+ 5+ 714+115=0,0368+0,0368+0,0611+0,0859=0,22069
T = 75+ 5+ 25=0,0368+0,0609+0,1009+0,1416=0,34039
73 = 7557t 73+0135=0,0368+0,0609+0,1009+0,1416=0,34039
Ty = Tt m3t145=0,0611+0,1009+0,1009+0,2331=0,49614
715 = 7115t m5+7135+145=0,0859+0,1416+0,1416+0,2331=0,60237

También pueden calcularse los 77, mediante una expresion que los haga depender

solamente de los P;, tal y como se indica a continuacion.

7, = Pu, E(%)) = Pu, EI*) + Plu, €2* N, EI*) = P, EI') +
P, €2 /u,,, E1")Pu,, EI) = Pu, EF) + > Pu, E2*/u, EF)P(u, EI')

J=i
J=i

_ P
_P+Z P P+Z—P P(1+Z PJ_P"[l 1213;13. +3 ’PJ
- j

J=i J=i } j=i j i J=i

1-2P P P 1-2P & P 1-2P &
=P Le——+ — |=P, -+ — |=
17-p 1P ;1-P '(1-3 ;:1-3} ( Pt gJ

=1

Y como ya conocemos las P;, para calcular las probabilidades 7z; basta sustituir en
la férmula anterior, con lo que se obtienen los mismos resultados. El disefio muestral sera el
siguiente:

A 2
S(X) | P(X) =, ZI”— X, = %Zi
(3.3) | 0,0368 [3/0,22069 + 3/0'34039 = 22,41 348
(3,4) | 10,0368 |3/0,22069 +4/0,34039 = 25,34 5,068
(3,6) | 0,0611 |3/0,22069 +6/0,49614 = 25,69 5,138
(3,8) | 10,0859 |3/0,22069 +8/0,60237 = 26,87 5374
(3,4) | 10,0609 |3/0,34039 +4/0,34039 = 20,56 4,112
(3,6) | 011009 | 3/0,34039 +6/0,49614 = 20,91 4,182
(3.8) | 01416 |3/0,34039 +8/0,60237 = 22,09 4,418
(4,6) | 011009 | 4/0,34039 +6/0,49614 = 23,84 4,768
(4,8) | 011416 | 4/0,34039 +8/0,60237 = 25,03 5,006
(6,8) | 002331 |6/0,49614 +8/0,60237 = 25,37 5,074
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Como el muestreo es sin reposicion se utiliza el estimador insesgado de Horwitz y
Thompson. Para el total dicho estimador basado en la muestra de mayor probabilidad, la (6,8),
vale 25,37. Para la media vale 5,074. Se estima entonces que la edad media es 5 afios.

Para calcular las varianzas de estos estimadores se pueden utilizar directamente las
formulas adecuadas, o bien se puede calcular la distribucion en el muestreo de los estimadores.

Para el total tenemos:

7 T
2 82

+ 2(5 Z8 (7, )+ + 225, — 7, )j =—(1-0,22069) + (1-0,60237)

“e +
0,22069 0,60237

1 ;(0303683—0,22069*0,34039)+---+ 6 8
0,220690,34039 0,496140,60237
=425.

Para la media, como V(X J=N?V(X,, )= V(X)) =V(X,,)/25=425/25=017.

(0,23313-0,49614%0,6023 7))

El estimador insesgado para la varianza basado en la muestra de mayor probabilidad
(6,8) sera:

i, )-320-m) e 253 Al omm) %0 ), jfu-nz)u[mww}o,m

,1,>;-7T ” ”f/ ”1 T, T, T,

Para la media, V(X ,,)=V(X,,)/25=041/25=0,016.

Para el segundo apartado del problema las probabilidades P; proporcionales a M;=10,
My=16, M;=16, M4=25 y Ms=33 en la primera extraccion tienen los siguientes valores:
P=M\/M=1/10, Py=M/M=4/25, Py=M;/M=4/25, P=MJM=1/4 y Ps=Ms/M=33/100. Las
probabilidades iguales en segunda extraccion valdran 1/4. Las probabilidades 7; se calcularan
de la siguiente forma:

7w, =P((uu,)E(X)) = Pu, €E1"Nu, €2* )+ Pu, €1* Nu, €2%)
= P(u, €1")P(u;, €2*/u, €1*) + P(u, €1")P(u, €2*/u , €1%) =

i 1 1
M 4 4 4

+ =P- Pj

<|=
-lkl—‘

I

Calculamos ahora los 7z; mediante una expresion que los haga depender solamente de

los P;, tal y como se indica a continuacion.

7w, =Pu, €X)) =P, €1")+ P(u, €2* Nu , €1")
= P(u, €1*) + P(u, €2*/u,_, €1*)P(u,, E1*)
= P(u, €1*)+ Y P(u, €2*/u, EI*)P(u, E1*)

J=i

R+z P =P+— ZP —(1 P,)=%R.+

J=i J=i

1
4
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Se observa que estamos ante el método de seleccion sin reposicion de lkeda para el
caso de tamafio de muestra n=2, con lo que las 7, y 7, también podrian haberse calculado

mediante las expresiones siguientes (se obtendrian los mismos resultados):

pefl-pp izl _Nonyp n-
o YN-1 N-1 T N-

7, = n—l*[N—n([)i+[)j)+ n—2}

N-2

1
1

Ya tenemos todos los datos para calcular los valores de 7z, y 7, , pues solo dependen de P;

ij°

y P; que son datos. También podemos calcular ya el estimador X - Bl disefio muestral sera:

P +P 3 1
S0 | PX) =7, ==~ ;7 7= 2By
(3,3) 0,065 3/0,325+3/0,37=17,34
(3,4) 0,065 3/0,325+4/0,37 = 20,04
(3,6) 0,0875 3/0,325+6/0,4375=2295 0,325
(3,9) 0,1075 3/0,325+8/0,4975 = 25,31 0,37
(3,4) 0,08 3/037+4/0,37 =1892 0,37
(3,6) 0,1025 3/0,37+6/0,4375=21.82 0,4375
(3,9) 0,1225 3/0,37+8/0,4975 = 24,19 0,4975
(4,6) 0,1025 4/037+6/0,4375 = 24,53
(4.8) 0,1225 4/0,37+8/0,4975 = 26,90
(6,8) 0,145 6/0,4375+8/0,4975 = 29,8

Vemos que para la muestra (4,8) el estimador insesgado de Horvitz y Thompson para
el total poblacional vale 26,90 y para la media 26,90/5 = 5,38. Sigue obteniéndose que la edad
media estimada de los nifios es 5 afios aproximadamente.

Para hallar la varianza del estimador del total se puede utilizar su distribucion en el
muestreo o bien se puede aplicar directamente la férmula apropiada tal y como se indica a
continuacion:

(%)

2 2 2

ZS: '(1 ﬂ)+222 (JZ Jr/z) Xl(l—ﬂl)+-~-+£(1—ﬁ5)+

i=1 -n—l i=l j>i ﬂ J[ ‘7[1 ‘7[5
32 2
££ .7T12 T, )+---+££(ﬂ45 —ﬂ4ﬂ5) = —(1 —0,325)+---+ (1—0,4975)
m, o, 7, 7, 0,325 4975
—(0,065-0,325%0,37)+- 6 _8 (0,145-0,4375%0,4975) | = 12,66
0 325 0 37 0,4375 0,4975

El estimador insesgado para la varianza basado en la muestra (4,8) sera:
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7 v _ c Xiz % Xt X/‘ (”ij _”i”j) _ X]2 Xz Xl Xz (”12_”1”2)
V(XHT)_;?,'(I_JTII)-FQ’;;;;T_?1(1_‘71])*-?2(1—”2)-'-2 -

2 2

=—(1-037)+—(1-0,4975)+ 2
2( ’)+0,49752( ’ )+[

-433

4 8 (01225-037%0,4979))
037 04975 0,1225

A

Para la media se tiene que I}(XHT) = % I}()A(HT )= L73.

Para hallar el estimador insesgado para la varianza basado en la muestra (4,8) también
se puede usar el estimador insesgado de Yates y Grundy de la forma siguiente:

,;(A ) 2 i&_& z(ﬂ,ﬂ_/ _,,”)= XX z(zmz-nu)= 4 8 2(0,37*0,4975-0,1223)=13958
7 T 7 037 04975 01225

i 1 2 12

- ][I _7[/_

2 1

Para la media, I}(XHTJ =75 V()?HT )= 0,55

Se observa que para la muestra (4,8) el estimador de Yates y Grundy para la varianza
del total resulta més preciso que el estimador de la varianza de Horwitz y Thompson.
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2.1.

2.2

2.3.

24.

EJERCICIOS PROPUESTOS

Supongamos que tenemos una poblacion de N = 3 unidades primarias de la que se obtienen
todas las muestras posibles de tamafio » = 2 con probabilidades iguales y bajo los siguientes
supuestos:

Muestreo sin reposicion sin intervenir el orden
Muestreo sin reposicion interviniendo el orden
Muestreo con reposicion sin intervenir el orden
Muestreo con reposicion interviniendo el orden

Se pide:

Hallar el espacio muestral asociado a los cuatro tipos de muestreo y las probabilidades
asociadas a las muestras.

Si al medir una variable X sobre los elementos de la poblacion se obtienen los valores {1, 3, 4},
(cual de todos los métodos de muestreo es mas preciso al estimar el total poblacional mediante
un estimador lineal insesgado apropiado?

Una poblacion consta de 40000 unidades distribuidas en 400 conglomerados de 100 unidades
cada uno. Una muestra aleatoria con probabilidades iguales sin reposicion de tamafio 25
conglomerados presenta los siguientes datos:

Total de unidades

de la clase C
N° de conglomerados

12 17 23 33 36

39 5 6

de la muestra

Estimar el total y la proporcion de unidades de la poblacion que pertenecen a la clase C, asi como
sus errores de muestreo absolutos y relativos.

Supongamos que tenemos una poblacion de N = 5 unidades primarias para las que una variable X
medida sobre ellas proporciona los valores 3, 3, 4, 6 y 8. Se toma una muestra de tamafio n = 2
sin reposicion asignando en la primera extraccion probabilidades proporcionales a los niimeros
10, 16, 16, 25 y 33, y también en la segunda (prescindiendo de la unidad seleccionada en primer
lugar). Se pide:

Calcular las probabilidades 7z; (i=) y comprobar que 2.7z =2 parai=1,2,...,5

N N
Comprobar también que Zﬂi =n-7m;y Zﬂ'ﬁ =(n-Nz,.

i=1 i=1
i=j i=j

Obtener estimadores lineales insesgados para el total y la media (para la muestra de mayor
probabilidad), asi como sus errores de muestreo.

Supongamos que tenemos una poblacion de N = 3 unidades primarias para las que una variable X
medida sobre ellas proporciona los valores {1, 3, 4} con probabilidades de seleccion
proporcionales a los tamafios 3, 5 y 7. Se toman muestras de tamafio n=2 sin reposicion y sin
tener en cuenta el orden de colocacion de los elementos mediante el método de seleccion de

Durbin. A partir de las distribuciones en el muestreo de X ar Y I}(AA’ ), hallar V(X ur) s
E ()A( ) Y E (I}()A( 7)) - Comentar los resultados.






CAPITULO

MUESTREO ALEATORIO SIMPLE SIN Y
CON REPOSICION. SUBPOBLACIONES

10.

11.

12.
13.
14.

OBJETIVOS

Introducir el concepto de muestreo aleatorio simple.

Comprender las especificaciones del muestreo aleatorio simple sin
reposicion o muestreo irrestricto aleatorio.

Analizar el muestreo aleatorio simple sin reposicion.

Estudiar las estimaciones, errores y estimacion de los errores en muestreo
aleatorio simple sin reposicion.

Especificar los factores de elevacion en muestreo aleatorio simple sin
reposicion.

Evaluar el tamafio de la muestra en muestreo aleatorio simple sin
reposicion.

Comprender las especificaciones del muestreo aleatorio simple con
reposicion.

Analizar el muestreo aleatorio simple con reposicion.

Estudiar las estimaciones, errores y estimacion de los errores en muestreo
aleatorio simple con reposicion.

Especificar los factores de elevacion en muestreo aleatorio simple con
reposicion.

Evaluar el tamafio de la muestra en muestreo aleatorio simple con
reposicion.

Comparar el muestreo aleatorio simple con y sin reposicion.
Obtener estimadores en subpoblaciones con y sin reposicion.

Calcular errores y estimacion de los errores en subpoblaciones con y sin
reposicion.
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El muestreo aleatorio simple sin reposicion es un procedimiento de seleccion de muestras con
probabilidades iguales, que consiste en obtener la muestra unidad a unidad de forma aleatoria sin
reposicion a la poblacion de las unidades previamente seleccionadas, teniendo presente que el
orden de colocacion de los elementos en las muestras no interviene (es decir, que muestras con
los mismos elementos colocados en orden distinto se consideran iguales). De esta forma, las
muestras con elementos repetidos son imposibles. Como el procedimiento de seleccion es con
probabilidades iguales, todas las muestras son equiprobables, y ademas se cumple que todas las
unidades de la poblacion tienen la misma probabilidad de pertenecer a la muestra 7 = n/N. Se
supone que el tamafio de la poblacion es N y el tamafio de la muestra es »n. Como la muestra
se selecciona sin reposicion, se realiza la seleccion sucesiva de las unidades para la muestra
con probabilidades 1/(N-¢) para valoresde =0, 1, ..., n.

Podriamos resumir las especificaciones del muestro aleatorio simple sin reposicion o
muestreo irrestricto aleatorio como sigue:

* Se trata de un tipo de muestreo de unidades elementales.

* Consiste en obtener la muestra unidad a unidad de forma aleatoria sin reposicion a la
poblacion de las unidades previamente seleccionadas.

e El orden de colocacion de los elementos en las muestras no interviene; es decir, las
muestras con los mismos elementos colocados en orden distinto se consideran iguales.

* Las muestras con elementos repetidos son imposibles.

* Se trata de un procedimiento de seleccion con probabilidades iguales porque todas las
unidades de la poblacidn van a tener la misma probabilidad de pertenecer a la muestra.

* Todas las muestras son equiprobables.
Probabilidad de una muestra cualquiera

En la seleccion de una muestra aleatoria simple sin reposicion de » elementos de entre los N
de la poblacion, el espacio muestral asociado tiene un nimero total de muestras igual a:

N

n

Cy,=

NG

ya que el orden de colocacion de los elementos en las muestras no interviene. Como el
procedimiento es con probabilidades iguales, la probabilidad de una muestra cualquiera sera:

Casos favorables 1 1

P(“l>""uﬂ) " Casos posibles B Cyan (N

n

Estamos entonces ante un procedimiento de seleccién con muestra equiprobables.
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Probabilidad m; que tiene una unidad de la poblacion de pertenecer a la muestra

Para calcular la probabilidad 77; que tiene una unidad de la poblacién de pertenecer a
la muestra observamos que el nimero de muestras posibles de tamafio #» en seleccion

irrestricta aleatoria es:
N
CN n =
’ n

Por otra parte, el nimero de muestras posibles que se pueden formar con los
elementos de la poblacion y que contengan al elemento dado u; sera:

-1
CN—I,n—l = n-1

ya que en este caso se fija el elemento u; y las muestras posibles resultan de las formas
posibles de seleccionar de entre los N-1 elementos de la poblacidn restantes n-1 de ellos para
la muestra (el elemento u; ya esta fijo en la muestra).

Tenemos entonces:

v = P(u E(f))— Casos _favorables
' ' Casos posibles

N° de muestras que contienen la unidad u,

N ° total de muestras

(N —1) (N =1)! (N =1)!

n-1) -V -m) =DV -m) 1 n
N N1 N.(N -1)! N N
(n} (N - n)! n(n=DIN -m)!  n

Como todas las unidades de la poblacidon tienen la misma probabilidad de pertenecer a
la muestra, estamos ante un procedimiento de seleccidén con probabilidades iguales.

Ya sabemos que el estimador lineal insesgado general para el caso de muestreo sin reposicion
es el estimador de Horvitz y Thompson 6, .

. A =Y . y A L
Se tiene que 6, = Z—’ estima H=ZK , con E(H)=z9, es decir, insesgadamente,
i=1 ”[ i=l

siendo s; la probabilidad de que la unidad u; pertenezca a la muestra (7; = n/N).

Entonces podemos deducir los estimadores lineales insesgados para el total (Y;=X;),
media (¥; =X/N), proporcion (Y; =4/N) y total de clase (¥; =4,) como sigue:
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N A A n X’ n X,’ 1 n
O=X=2X =Y =X =0=X=) —=>"L=N-—>X =Nx
= i-1 JT, -1 " n i

N X
X, X,

_ N X X R -~ n n 1 n
0-X=Y "1y -"img-x->N_ SN _"Yyyx_%
i=1 N N i=1 -7[,- i=1 E nia

N
Ai
Y 4, A s Z
o=P=3"2 sy L py N Ly
i=1 N N i=1£ n i
N
N A A n A 1 n A
O=A=) A, =Y, =4, =>0=A=) —~=N—> 4, =N,
il = ng
N

Se observa que los estimadores de la media y la proporcion poblacional son los
estimadores por analogia (media y proporcion muestral), mientras que los estimadores del total y
el total de clase poblacionales son la expansion mediante el tamafio poblacional de la media y

proporcion muestrales (en este caso, X =Nx= (N / n)x = los factores de elevacion son N/n).

Varianzas de los estimadores

Sabemos que la varianza del estimador de Horvitz y Thornpson esta dada por la expresion:
. & y?
V(&HT)=Z;( )+2Z (Jr — LT, )
i=1 i 1</

Para el caso particular del muestreo aleatorio simple sin reposicion se sabe que 75 = n/N
y ;= n(n —1) / [N(N —1)]. Considerando el estimador del total y sustituyendo estos valores de 7;
y 75; en la expresion de la varianza tenemos:

)-S5 2]y S0 ) )

IIE
N NN

=N2(1‘%) Nl_lg(Xi_X) SN )

n n

Para los estimadores de la media, total y total de clase tenemos:

N

A : . Yoo
(X)=0-0% HR=0- <02 g
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Estimacion de varianzas

Sabemos que la varianza del estimador de Horvitz y Thompson esta dada por la expresion:

w 2 w - . .
76,) = $ (1o )0 3 D00

i=1'7r,' i<j-7r,"7rj ”ij

Si aplicamos la expresion anterior al estimador del total tendremos:

ln=1) non
V(X)=Z_2(1_%j+2z;]zi);j (N(Nn_(:;)—l)N NJ _
N NN N(-1)

. $? A N LlﬁQ | S
FD=0-7)2 IAP)-1- 1) - )=l (- ) PO
n Aa
A 7PQ

A S? _ I A~
)= N(1= 1) = N (1= == - (1= f) - PO

De las formulas de las varianzas y sus estimaciones, se deduce que en muestreo
aleatorio simple sin reposicion la cuasivarianza muestral

. . o . 1< =
es un estimador insesgado de la cuasivarianza poblacional S* =—— Z(X =X )2 .

i=1

Estudiaremos el tamario de muestra necesario para cometer un error de muestreo ¢ = o( 9 )

dependiendo de si 6 estima la media, el total, la proporcion o el total de clase.

Media:
e s n\S* §* §°
e=0(X)=.1-Ff)—=e?=|1-—|Z—=2__Z_
0 ( f) n ( Nj n n N
s _ .8 S’ NS>
S>D—=e'+—>=n= =
n N 62+S; Ne® + §?

Se observa que cuando N — o (fraccion de muestreo n/N tendiendo a cero) el tamafio
2 2 . .
muestral n — §°/¢” = ny (n inversamente proporcional al cuadrado del error de muestreo).
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La expresion del tamafio muestral » puede ponerse en funcion de N y del valor ny
como sigue:

S? S*/e’ n n,N
n= - = /2 = U 0 =f(N)
et +— 1+7S Je 1470 N
N N N

Si representamos graficamente la curva de ecuacion n = f{/NV) observamos que pasa
por el origen de coordenadas, ya que f{0) = 0, que tiene una asintota paralela al eje OX de
ecuacion n = ng, ya que limf(N)=n,, que es siempre creciente dado que la primera derivada:

N—x

2
n

TGNy

es siempre positiva, que no tiene maximos ni minimos dado que la ecuacion definida por
£ (N) =0 no tiene solucion en N, que es siempre convexa ya que la segunda derivada:

2n,

Sy = - —
(n, + N)’

es siempre negativa y que no tiene puntos de inflexion ya que que la ecuacién definida por

f7(N)=0 no tiene solucion en N. Por tanto, la representacion grafica de n = fiV) es la

siguiente:

no
no—n

O N

Como la curva n = f{N) es creciente, al aumentar el tamafio poblacional N también
aumenta el tamafio muestral » necesario para un error de muestreo dado. Pero como » ha de
ser un numero entero y la curva n=n, es una asintota horizontal, desde un cierto N en
adelante los aumentos de N no producen aumentos en #. Precisamente los aumentos de N no
producen aumentos en n cuando |n, — #|<1. Pero:

n0N| ng 2 S2 S2
_n0+N‘=nO+N<1:>n° <”0+N:>N>n0(n0—l)=e—2 e_2_1

‘no —n‘ = |n,

Luego la misma precision da una muestra de tamafio » para una poblacién de N
elementos que para una poblacion de N’ elementos con NV > N siempre y cuando se cumpla que:

s2(s?
N >ng(n, - 1)=e—2(6—2— 1J
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Total:

2 2 202 202
e=a(X')=1/N2(1—f)S—:>e2=N2[1_£js_=ﬂ_NS N
n N)n n N

N?S? N*S? N?S? N’S? N?S?
= =e’+ =n= 202 2 202 . 2 2
n N , N°S Ne” + N°S e+ NS

N N(e2+NS2)

La expresion anterior también puede escribirse como:

= /()

2 =1+Nn N
1+N[Sj l
e

Si representamos graficamente la curva de ecuacidon n = f{N) observamos que pasa
por el origen de coordenadas ya que f{0) = 0, que tiene una asintota oblicua de ecuacion n =
N =1/n; ya que:
1imf§\1[v) =1y }vim(f(N)—N)= fim—~ ___ L

N Ne=14+n N n

Ademés es siempre creciente ya que la primera derivada:

F(N) = 2nlN+n]2]z/2
(I+nN)

es siempre positiva, que no tiene maximos ni minimos ya que la ecuacion definida por
f(N)=0 no tiene solucion en N, que es siempre concava puesto que:

| _ 2n/N
SN = (1+n1N)3

es siempre positiva. Por tanto, la representacion grafica de n = f{N) es la siguiente:

n

n=f(N)

n=N-1/n,

0 l/l’Z] N

Observando la grafica de n = f{N) se ve que » siempre crece al crecer N, es decir,
que al aumentar el tamafio poblacional también aumentara el tamafio de muestra necesario
para cometer un error de muestreo prefijado.
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Proporcion:

Si sustituimos el valor de S* para variables 4; (que sélo toman los valores 0y 1) en la formula
del tamafio muestral para la media tendremos para la estimacion de la proporcién el tamafio:

N
NS N P@ __ NPQ_ NPQ
Ne*+8*> N PO+ N NPQ+(N-1)Ne*  &*(N-1)+ PQ
N-1

N(ez(N—1)+PQ)

En el caso de la proporcion se observa que cuando N — o (fraccién de muestreo n/N

. N .
tendiendo a cero) el tamafio muestral n — $/e” :ﬁPQ e’ = PQ / e’ =n, (n inversamente

proporcional al cuadrado del error de muestreo y directamente proporcional a la proporcion
poblacional P). En este caso, la misma precision da una muestra de tamaflo » para una
poblacion de N elementos que para una poblacion de N ’ elementos con N ° > N siempre y
cuando se cumpla la desigualdad definida por:

N PO N
N>n0(n0—1)=N_1 N-

2
e

e | po (PQ ‘lj

e e e

Para la estimacion de la proporcion es muy interesante tener en cuenta que para
poblaciones grandes o fraccion de muestreo pequefia (N — ), el valor maximo de » se
obtiene para P = Q = 1/2. Para constatar este resultado sabemos que si N — o el tamafio
muestral # tiende al valor ny= PQ/e* = f{P), expresion que tenemos que maximizar en P. Si
igualamos la primera derivada al valor cero tenemos que como f{P) = P(1-P)/e* entonces
F(P)=(1-2P)/e" =0 = P = 1/2. Por otra parte f**(P) = -2/’ < 0, lo que asegura la presencia
de un maximo para la funcién fen el punto P = 1/2. Como Q =1-P = 1-1/2 = 1/2, el valor
maximo de n para poblaciones grandes o fracciones de muestreo pequefias se obtiene para P =
O = 1/2. Por lo tanto, para un error prefijado se necesitaran tamafios de muestra mas pequefios
cuanto mas proximo esté P a cero o a uno. Este resultado es muy importante en la practica, ya
que cuando se estiman proporciones y no se conoce el valor de la proporcion poblacional P
ni se tiene una aproximacion suya (proporcionada por una encuesta similar, por una
encuesta piloto, por la misma encuesta realizada anteriormente o por cualquier otro
método), entonces se toma P=1/2, con lo que estamos situandonos en el caso de maximo
tamafio muestral para el error fijado, lo cual siempre es aceptable estadisticamente. La
dificultad practica puede ser que se obtenga un tamafio muestral » demasiado grande para el
presupuesto de que se dispone.

Total de clase:

Si sustituimos el valor de S* para variables 4; (que sélo toman los valores 0y 1) en la formula
del tamafio muestral para el total tendremos para la estimacion del total de clase el tamafio:

N
P

N-12 _ N’PQ

ez+NN1PQN ¢*(N-1)+ N*PQ

N2

N2S?
n=
e’ + NS*
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También puede estudiarse el tamario de muestra necesario para cometer un error
relativo de muestreo e, = Cv(8) dependiendo de si se estima la media, el total, la proporcion
y el total de clase.

Asimismo, es tipico introducir un coeficiente de confianza adicional P, al error de
muestreo a cometer (/imite de tolerancia). En este caso las formulas de los tamarios muestrales
necesarios para cometer un error absoluto o relativo de muestreo dado en presencia del

coeficiente de confianza adicional se derivaran de las expresiones e, = A, é) Y €q= AL é) .

En general A,= F'(1-/2), siendo F la funcion de distribucion de una normal (0,1).

El cuadro siguiente resume las expresiones de los tamafios muestrales.

Tipo de error — ) Absoluto y coeficiente Relativo y
. Absoluto Relativo o
Pardametro de confianza adicional confianza
e e,
l’ ' ea era
. NS’ NC;, AL NS’ A, NC;,
Medla 2 2 2 p 2 2‘1 2 Q2 2 2” 2
Ne” + 8 Ne, +Cj, Ne® + 4., S Ne,, + A,C;,
NS’ NC;, ALN’S? A.NC; .
TOtal 2 2 2 ' 2 2 < 2 2 2 211 2
e’ + NS Ne, +Cj, e’ + A, NS Ne;, + A,C;.
- NPQ NO A, NPQ NOA,
Proporcion 5 5 5 5 5 5
e (N-1)+PQ | P(N-De, +0 e"(N-D)+ A, PO e.,(N-1)P+ A0
3 2 3P 2
Total de clase 5 N"PO 5 NO 5 > AuN ZQ 5 > NOZ, >
e(N-1)+N°PQ | P(N-De, +Q | e(N-D+AN"PQ | e, (N-DP+ 21,0

En todas las formulas S* es la cuasivarianza poblacional y Cj, = (S /X )2 . Por otra parte,

A, es el valor critico de la normal unitaria al nivel .

El muestreo aleatorio simple con reposicion es un procedimiento de seleccion con
probabilidades iguales que consiste en obtener la muestra unidad a unidad de forma aleatoria
con reposicion a la poblacion de las unidades previamente seleccionadas. De esta forma las
muestras con elementos repetidos son posibles y cualquier elemento de la poblacién puede
estar repetido en la muestra 0, 1, ..., n veces. Supongamos en todo momento que el tamafio
de la poblaciéon es N y el tamafio de la muestra es n. Como la muestra se selecciona con
reposicion (se reponen a la poblacion las unidades previamente seleccionadas) y con
probabilidades iguales, se realiza la seleccion sucesiva de las unidades para la muestra con
probabilidades P; = 1/N y todas las muestras son equiprobables, ya que:

P, th3, .oy 1) = P(ur)P(ts) ... P(uty) = (1/N)UN) .. (1/N) = 1/(N")

En cuanto a los estimadores, partimos de que el estimador lineal insesgado general

n
i

i1 NP,
(P; = probabilidad de seleccionar la unidad u; de la poblacion para la muestra =1/N), que estima

para el caso de muestreo con reposicion es el estimador de Hansen y Hurwitz 6, =

N
insesgadamente la caracteristica poblacional 8 = z Y. . Segtin los distintos valores de Y; se tiene:
i=1
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S e & X, X, .
0=X=3X 57 =X =6=%=Y22-Y Y _yISy _ax
i=1 i=1 nP,' i=1 l n o

N X
X, X,

e NX X A s L n n
9=X=Z—’:>K=—’:>3=X= N _ i=l X =x
o N N oonP T on ong

N
Ai
A, A A A n
0=P=Y "oy -"tsd=-P= N sy
’=1N N t=1£ ni=l
N
Y Aoa A, 1 .
0=A=Y A=Y, =4,=>0=A4=) —L=N—> 4 =N
i=l - N na
N

Da la casualidad de que se obtienen los mismos estimadores insesgados para los
parametros poblacionales que para el caso de muestreo aleatorio simple sin reposicion. Por
lo tanto, los estimadores de la media y la proporcion poblacional son los estimadores por
analogia (media y proporcion muestral), mientras que los estimadores del total y el total de clase
poblacionales son la expansion mediante el tamafio poblacional de la media y proporcion

muestrales (en este caso, X =Nr= (N / n)x = los factores de elevacion son N/n).

Partiendo de la varianza del estimador de Hansen y Hurwitz:

y considerando que para el caso particular del muestreo aleatorio simple con reposicion se
sabe que P; = 1/N, tenemos:

2
R N (X N X, 2 N _\? 2
V(X)=lz Zi_x R=l Zi_x L=N_i (Xi_X) =N20—
o\ P n o i N n N3 n
N
A % R 2 2
V()_()=Var oL yulk)- Ly
N N N n n
N—lS2
R 2 P R 2
V(p)=a_= N =_Q V( )=N20—=N2Q
n n n n n

Para estimar las varianzas partimos del estimador de la varianza de Hansen y Hurwitz:

2
N A 1 = Yl A
V(HHH) = ”—Z[?z_ YHHJ

(n-1)73
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y considerando que para el caso particular del muestreo aleatorio simple con reposicion se
sabe que P; = 1/N, tenemos:

2

Af A 1 n | X N N 1 <& 2 2
X )= LoX| =— X —x) =N22
V( ) n(n—l)_l i P ;( ; x) N ,
N
G EAREITE N
V(XJ_VLN]_NZ ( )_NZN noon
n o an N oA
PO ) o . 2% 3
,}(,3)=57=n-1 =nl-113 i )=N2S7=N2n_;14 =N2n1_1 ©

Un resultado interesante que se deduce de las formulas anteriores es que la

. . . 82 . . . .
cuasivarianza muestral definida S* es un estimador insesgado de la varianza poblacional &
en muestreo aleatorio simple con reposicion

Igual que en el caso de sin reposicion, consideraremos el tamario de muestra necesario para
cometer un error de muestreo e = c)(é) dependiendo de si 6 estima la media, el total, la
proporcion o el total de clase. También se considerara el famario de muestra necesario para
cometer un error relativo de muestreo ¢, = Cv( é) dependiendo de si se estima la media, el total, la
proporcion y el total de clase. Asimismo, se tendra presente la introduccion de un coeficiente de
confianza adicional P, al error de muestreo a cometer (/imite de tolerancia), en cuyo caso las

formulas de los tamarios muestrales necesarios para cometer un error absoluto o relativo de
muestreo dado en presencia del coeficiente de confianza adicional se derivaran de las expresiones

ea= A 0) Y 0= AL 6) . En general, A,= F'(1-c/2), siendo F la funcion de distribucion de
una normal (0,1). El cuadro siguiente resume las expresiones de los tamafios muestrales.

Tipo de error — ) Absoluto y coeficiente | Relativo y
) Absoluto | Relativo o
Parametro de confianza adicional | confianza
e e
¢ ' e(l er(t
2 2 2 2 2 2
. (02 Cx A’ao. A’(xcx
Media — > > 5
e e; e e,
N’o’ C: A N’o’ AC:
Total 2 ;] —— —5
e e, e €ra
P AP A
Proporcion —2Q QZ “— Q "‘ZQ
e Pe; e Pe,,
N°P AN’P A
Total de clase > 0 Q2 ”—2Q LzQ
e Pe; e Pe’,

En todas las formulas o* es la varianza poblacional y C? = (0/ X )2. Por otra parte,

A, es el valor critico de la normal unitaria al nivel c.
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Se pueden realizar las comparaciones a través error de muestreo o a través del tamafio
muestral necesario para cometer un error de muestreo dado. Desde el primer enfoque sera
mas preciso aquel método de seleccién cuyo error de muestreo sea menor, es decir, el que
tenga menor varianza de los estimadores. Tenemos:

2 S? n NNlaz N-no’ VSR(X) N-n 1
14 ()?)=1_ 2 _aq-5H~A= =7 N v 1o
ot A=N=r==7 N-1n !> VCR[XJ N-1

2\ o’ o’ . .
Vol X)- TG = V(X)) <V X)

Para el resto de los estimadores todo seria equivalente, luego la varianza siempre es
menor en el caso del muestreo sin reposicion, lo que nos indica que el muestreo sin
reposicion es en general mds preciso que el muestreo con reposicion.

Desde el punto de vista del tamafio muestral, serd mejor aquel método de seleccion
en el que se necesite menor tamafio muestral para cometer un error de muestreo dado. En
este capitulo hemos visto que para muestreo sin reposicion el valor de » era:

n —L
* 14n,/N

tanto en el caso de estimaciones de medias y proporciones para un error de muestreo dado
como en el caso de estimaciones de medias, totales, proporciones y totales de clase para un
error relativo de muestreo dado con o sin coeficiente de confianza. En los mismos casos,
para muestreo con reposicion se observa que el tamafio muestral resulta ser ncg = ny. Por lo
tanto, tenemos:

1y ner

"SR 0, /N T Teng /N

<N = Ngp < Nep

En el caso de estimacidn sin reposicion de totales y totales de clase para un error de
muestreo dado con o sin coeficiente de confianza se vio que:

2
N-°n, ncg
= <I/lCR :nSR <I/lCR

=1+Nn1 14ng /N

Ngp

En los mismos casos para muestreo con reposicion se observa que el tamafio
2
muestral resulta ser ncg = Nny,

Por lo tanto, en todas las situaciones, en el caso de muestreo sin reposicion se
necesita menos tamaino de muestra para cometer el mismo error que en el caso del
muestreo con reposicion, con lo que el muestreo sin reposicion es mas eficiente que el
muestreo con reposicion.
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La escasa disponibilidad de marcos que listen especificamente los elementos de la poblacién
que interesa estudiar, sobre todo cuando utilizamos unidades poblacionales muy elementales
(marco muy fino), nos lleva a considerar la teoria de subpoblaciones o dominios.
Normalmente se dispone de marcos menos finos cuyas unidades contienen a las unidades
elementales en estudio. Por ejemplo, podemos desear estudiar una muestra de los hogares
que tienen nifios, pero el mejor marco disponible puede ser una lista de todos los hogares en
la ciudad (sin poder desagregar hasta los hogares que tienen nifios). Utilizaremos entonces el
marco amplio de todos los hogares y consideraremos la subpoblacion de los hogares que
tienen nifios para intentar estimar los parametros de dicha subpoblacion a través de los
métodos para subpoblaciones. Supongamos que dividimos una poblacion de tamafio N en
subpoblaciones o dominios. Consideremos que el j-ésimo dominio contiene N; unidades, y
que n; es el nimero de unidades, en una muestra aleatoria simple de tamafio n, que
pertenecen al dominio j.

N = Tamafio de la poblacion

n = tamaifio de la muestra

Sea Yy (k=1, 2, ..., n; y 2n; = n) son los valores de la variable en estudio medida
sobre los elementos de la muestra que pertenecen al dominio j-ésimo. Un estimador
insesgado de la media en la subpoblacion o dominio j sera el siguiente:

cuya varianza puede expresarse como:

n S2 1 NJ'( ) N/' "
V(y.)=(1-—1)—L siendo S* = Y, -Y.) donde ¥, =y
(yj) ( Nj) n J Nj _1; Jk J =

y pudiendo expresarse la estimacion de su varianza como:

A
2 n; n

A n, S7 N 1 _ ) _ Y.
V(yj) = (l—ﬁ)n—j siendo S_f =—IZ(ij _yj)z donde y, = _Jk

A J k=1 k=1 1
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Si no se conoce el valor de N, se sustituye n/N, por n/N'y se tiene:
n ST n S
Viy )=1-—9)—-<L V(iy)=1-—)—=L
) == 0)=0=-=) "

J

En el caso del muestreo con reposicidon tenemos:

o , 1Y v .S
V(y,)=—siendo 0] =N (Y/’k —YJ) y V(y,)=—
I’lj j k=1 n.f

Un estimador insesgado del total en la subpoblacion o dominio j en caso de
conocer N; serd el siguiente:

cuya varianza y estimacion de varianza son, respectivamente:

A

V(I?A)=N?V(y)=N?(l-i)s—f2 y 17(}?)=N?(1—i)s—?
! Y N ' Ny

En el muestreo con reposicion tendremos:

2 §2

V() = NV (F,) = N2 2L V(Y)=N>—L
(j)_ Jj (yj)_ jn y (j)_ jn
J J

Un estimador insesgado del total en la subpoblacion o dominio j en caso de no
conocer Nj sera el siguiente:

. SR NS N
Yj=Nj N ij = — ij=_ Yy
[ SR N ke o
7 Jj | Total
% aplica muestral
7,_)E en dominio
n n Jj—ésimo

j

cuya varianza y estimacidn de varianza son, respectivamente:

A

12 12

. S . n S
y(r)=N2a-12— PPy = N2(1= 2

¥, ( N)n y V() ( N)n
2

_ 1 , Y A 1
dosS?=——| Y v, -1 |, 8=
e N—l{ * N} n-1

Dominioj

n 2 n
J Y
[Z‘ ijz _71} c, =2ij

En el muestreo con reposicion tendremos:

12 a2

p d 50F ol 1 Y?
V(Yj)=N27 y V(Yj)=N27 con 0"2=F[ Z ijz_;j

Dominio j N
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3.1.

PROBLEMAS RESUELTOS

Un auditor muestrea aleatoriamente con reposicion 20 cuentas impagadas de una empresa y
verifica en 12 de ellas la cantidad adeudada y si los documentos respectivos cumplen (1) o
no cumplen (0) con los procedimientos establecidos. Se tienen la siguiente estructura
poblacional:

Cuenta Cantidad Concordancia Cuenta Cantidad Concordancia
1 278 1 11 188 0
2 192 1 12 212 0
3 310 1 13 92 1
4 94 0 14 56 1
5 86 1 15 142 1
6 335 1 16 37 1
7 310 0 17 186 0
8 290 1 18 221 1
9 221 1 19 229 0
10 168 1 20 305 1

Basandose en las 12 cuentas verificadas, estimar la proporcion de cuentas cuyos documentos
concuerdan, asi como el importe medio adeudado, y cuantificar el error cometido.

Comenzamos introduciendo los datos en una hoja de calculo de Excel. A continuacion,
para elegir la muestra, en el ment Herramientas de Excel elegimos Andlisis de datos,
seleccionamos Muestra y rellenamos la pantalla de entrada como se indica en la Figura 3-1. Al
pulsar Aceptar se obtiene la MUESTRA de tamafio 12 de la Figura 3-2. Mediante las férmulas de
la Figura 3-2 se obtienen los resultados de la Figura 3-3.

A B © D

1 |CUENTA CANTIDAD | CONCORDAMCIA |
12| 1 278 1 Mue“a @E

3 2 192 1| Entraca
| 4 | 3 310 1l Rango de entrads: $agLidat2l EY Aceptar
E 4 94 0l ¥ Retuos Cancelar
% g 322 1 Método de muestreo Ayuda
8| 7 310 ol ¢ Reriddico
1 9 | 8 290 1 Periodo:
Ho g 2l e Alzataorio
% H }gg é MNomero de muestras: |12
E 12 212 O} opciones de salida

::;1 13 gé 1 #® Rango de salida: $042 g

16 15 143 1 " En una hoja nueva:

17 16 37 1l € Enunlibro nuevo

18 17 186 a

14 18 221 1

20 18 228 1}

21 20 308 1

Figura 3-1
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A B [ D E F
1 CUENTA CANTIDAD CONCORDANCIA MUESTRA X A
2 [1 278 1 7 186 0
32 192 1 18 221 1
43 31 1 4 94 i
5 4 94 0 5 86 1
B 5 86 1 1 278 1
76 335 1 6 335 1
8|7 30 i 2 192 1
a e 290 1 7 a0 i
108 221 1 14 56 1
1110 168 1 20 305 1
1211 188 0 3 310 1
1312 212 i 15 142 1
1413 92 1 Estimaciones: =PROMEDIO(X) =PROMEDIO(A)
1514 56 1 Errores absolutos: =VARP(CANTIDAD)/12 =VARP(CONCORDANCIA)12
1615 142 1 Errores relativos: =100"RAIZ(E15)/E14 =100"RAIZ(F15)IF 14
1716 37 1
1817 186 0
1918 221 1
2018 229 0
2120 305 1
Figura 3-2

A B © D E F
1 |[CUENTA CANTIDAD COMCORDANCIA MUESTRA H A
2 1 278 1 17 186 a
3 2 192 1 18 221 1
4 3 310 1 4 84 0
5 4 94 1] 14 BA 1
5 5 a6 1 1 278 1
7 5} 335 1 3 335 1
a 7 310 0 2 192 1
9 8 290 1 7 310 a
10 9 21 1 14 jo1a] 1
11 10 168 1 20 305 1
12 11 188 0 3 310 1
13 12 212 1] 15 142 1
14 13 g2 1 Estimaciones: 209,5833333 0,75
15 14 56 1 Errores absolute 655,745 0,0175
16 15 142 1 Errores relatives 12,21829905 17,6383421
17 16 37 1
18 17 186 0
19 18 21 1
20 19 229 0
21 20 305 1

Figura 3-3

Hemos obtenido que el importe medio adeudado se estima en:

con un error absoluto de:

X =

gl

1
12

)

12
> X, =209,583
i=1

=—=055,745

La proporcion de cuentas cuyos documentos concuerdan con los procedimientos
establecidos se estima mediante:

El error absoluto de esta estimacion es:

V(ﬁ)

n

~ 1 &
P=—%"4=075
12; ’

_ PO _(14/20)(6/20) _ 84

4800

=0,0175
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3.2

En términos relativos estos errores son mas facilmente interpretables, y se
cuantifican en el 12,2% y el 17,6%, respectivamente (a través de los coeficientes de
variacion de los estimadores). Tenemos:

2Y  4/655,745 A\ 4/0,0175
CV(X)——,100=12,218% Cv(P)=’—100=17,638%

209,583 0.75

El gerente de un taller de maquinaria desea estimar el tiempo promedio que necesita un operador
para terminar una tarea sencilla. El taller tiene 98 operadores y se selecciona una muestra de 8 sin
reposicion a los que se les toma el tiempo, Se obtienen los siguientes resultados:

42 51 79 3,8 53 4,6 51 4,1

Estimar el tiempo promedio y el tiempo total para terminar la tarea entre todos los
operadores estableciendo limites al 95% para los errores de estimacion.

Comenzamos introduciendo los datos como la variable 7 en una hoja de calculo de Excel. A
continuacion, para calcular los estadisticos necesarios, en el menu Herramientas de Excel
elegimos Analisis de datos, seleccionamos Estadistica descriptiva y rellenamos la pantalla
de entrada como se indica en la Figura 3-4. Al pulsar Aceptar se obtienen los estadisticos
maestrales de la Figura 3-5. Por tltimo, se calculan los estimadores y sus errores segun las
formulas de la Figura 3-6 que nos llevan a los resultados de la Figura 3-7.

Se observa que el tiempo medio por operario para terminar la tarea es 7 =

A

n 2
5,0125 minutos con un error de muestreo de V(T)= (1 -f )—= 0,189 y un error relativo
n

= 6T 0,189
dado por CW(T) = a(z") 100=—"-—100 = 9,69%. El tiempo total para terminar la tarea se

7 5,0125

estima en 7T = NTL =89-5,0125= 491,225 minutos con un error de muestreo estimado por

I}(f )=N ZI}(TL )=89-0,189 = 1822,07, siendo el error relativo el mismo que el del estimador

del tiempo medio, es decir, 9,69%. El coeficiente de curtosis = 4,24 no esta en el intervalo

[-2,2] luego no podemos suponer normalidad, con lo que intervalo de confianza al 95% para
la media de anchura 1,07475886 no es valido.

A A fn v, A B © D

T Estadistica descriptiva @ T T

2 4 2 | (Entrada 2 43

3 5,1 | Ranon de entrada; $adlisasd = I% 3 51 Media 50125
4 73 agrupado por: ® Columnas 4 78 Errar tipico 045451603
: gg o € s syuda 5 33 Mediana 485
7 45 Retulos en la primera fila B 5.3 Moda 51
g 5'1 ) 7 4.8 Desviacion estandar 128556547
L9 | a e 5 3 4.1 ‘arianza de la muestra 1652678487
10 |MEDIA ESTIMADA= || Ranoo de salda: e B g 41 Curtasis 4,34373456
11 | TOTALESTIMADCO= | ¢ Enuna hoja nueva: 10 MEDIA ESTIMADA= Coeficiente de asimetria 1,87830493
12 ¢ Enun lbra nuevo 11 TOTAL ESTIMADO= Rango 4,1
13 [¥ Resumen de estadfisticas 12 Mip'mo 38
15 [¥ Nivel de confianza para la med|95 % 13 Maximo 78
16 [~ Keésimo mayor: 1 1‘51 gLLJj;ﬂnE;a 40‘;

& g 1
1; SO 16 Nivel de confianza(95,0%) | 1,07475888
17
19

Figura 3-4 Figura 3-5
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3.3.

A E C [ D
17 i
242
ERER Media 50125
4 74 Error tipico 0,454516029591763
5 138 Mediana 485
g 4.3 Moda a1
7 48 Desviacion estandar 1,28556546757781
8 151 YWarianza de la muestra 1 BA2RTEE7 142856
5 41 Curtosis 42437 3466008058
10 MEDIA ESTIMADA=  =PROMEDIO(T) Coeficiente de asimetria 1,87830492824543
11 TOTAL ESTIMADO= =98'PROMEDIO(T) Fango 4.1
12 VAR(MEDIA)= =(1-8/98)"($D$8)/18  Minimo 3.8
13 VAR(TOTAL)= =98"2"$B$12 Maximo T4
14 | ER(MEDIA)= =100"RAIZ(B12)/B10 Suma 40,1
15 ER(TOTAL)= =100"RAIZ(B13)/B11 Cuenta ]
16 CONFIANZA(MEDIA)= =2"RAIZ(B12/0,058) Mivel de confianza(95,0%) 1,07475885815483
17 [CONFIANZA(TOTAL)= =2"RAIZ(B13/0,05)
Figura 3-6
A E] C | D
1T I
2 432
3 5.1 hedia 50125
4 7.9 Error tipico 045451603
5 3.8 Mediana 4,85
A 53 hoda 3,1
7 48 Desviacion estandar 128556547
8 5.1 YWarianza de la muestra 1 BE2RTRET
] 4.1 Curtasis 4 24373466
10 MEDIA ESTIMADA= 5.0125 Coeficiente de asimetria 187830493
11 TOTAL ESTIMADO= 491,225 Rango 41
12 VAR(MEDIA)= 0.189720754 Minimo 3B
13 VAR(TOTAL)= 1822,078125 Maximo 78
14 ER(MEDIA)= 8,689665035 Suma 40,1
15 ER(TOTAL)= 8,689665035 Cuenta B
16  CONFIANZA(MEDIA)= 3,895851685 Mivel de confianza(85,0%) 107475886
17 CONFIANZA(TOTAL)= 381.7934651
Figura 3-7

Al no existir normalidad utilizamos como intervalos de confianza:

i) ol

o e
o)

cuya anchura es 2—=. Esta anchura (3,895 para el estimador de la media y 381,79 para el
(04

estimador del total) suele considerarse como un limite para el error de estimacion. Se
observa que estas anchuras son mayores que con normalidad, ya que en este caso las
estimaciones son menos precisas (errores mayores).

En una region con N = 1000 viviendas determinar el tamafio de muestra necesario para que,
con un grado de confianza del 95%, la estimacion de la proporcion de viviendas sin agua
corriente no difiera en mas del 0,1 del valor verdadero. Comentar los resultados para
muestreo sin reposicion y con reposicion.
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3.4.

P(|P-P|<0,]10)=0,95 < P(-0,10 < P— P <0,10) = 0,95 <

P _0’}0 =P 010 =095< P —0.19 <N, =< 0’19 =095
o(P) o(P) o(P) o(P) o(P)

De lo anterior se deduce que:

010 _ A, =196= o(P) = 010 _o.0s1
o(P) 1,96

Luego el problema se traduce en calcular el tamafio de muestra necesario para
cometer un error de muestreo de 0,051 al estimar la proporcion de viviendas sin agua
corriente. Como no tememos informacion acerca de la proporcion poblacional P de
viviendas sin agua corriente, nos colocamos en la situacion mas desfavorable, es decir, P =

0O = 1/2. Tendremos:

NP(1- P) 1000-0,5-0,5

n= ;= — =91 viviendas
P(1-P)+(N-1e* 0,5:0,5+999.0,051

Para el caso de muestreo con reposicion tendremos:

e P1-P) 05-05

5 = — = 96 viviendas
e 0,051

Se observa que el tamafio de muestra necesario para cometer el mismo error de
muestreo al estimar igual pardmetro es superior en el caso de muestreo con reposicion.

De una poblacion con 33 millones de habitantes se ha obtenido una muestra de 10.000. En
ella, 4.000 se han clasificado como poblacion activa, y de éstos, 40 se encuentran en
situacion de desempleo. Se pide:

1) Estimar el porcentaje de poblacion activa. Estimar también el niimero de personas activas que
se encuentran en situacion de desempleo. Calcular los errores absoluto y relativo de muestreo
en ambas estimaciones asi como intervalos de confianza con un riesgo del 3 por mil.

2) (Cuantas personas de todas las edades seria necesario incluir en una muestra para
estimar la tasa de actividad en Espafia con un error absoluto £ = 0,02 y una probabilidad
del 95%? Del ultimo censo se sabe que en el pais hay un 39% de activos. Contestar a la
misma pregunta para cometer un error relativo del 5%.

Realizamos el siguiente esquema de apoyo (PA significa poblacion activa y NPA significa el
complentario):

PA=4000
N=33000000 > 7__’ 3660 activos
T 40 parados
NPA=6000

n=10000
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El porcentaje estimado de poblacion activa sera:
p =200 o4 (a0%)
10000

El error de muestreo sera:

5By - (1o | PA=P) _ [ 10000 )0A(-04) oo e
N) n-1 33000000 ) 10000 -1

El error relativo de muestreo sera la estimacion del coeficiente de variacion de P, que
se calcula de la siguiente forma:

. oA 6P
Cv(P) = G(A ) . 0’000389 =0,012225 (1,2225%)
P

b

Para hallar el intervalo de confianza para la proporcion con a = 0,003, utilizamos A,=
Flyon (1=a2) = F' oy (1-0,003/2) = F' 1) (0,9985)=2,997. El intervalo sera:

[P = A,0(P), P+ A,0(P)]=[0,4 - 2,997 0,00489, 0,4 + 2,997 - 0,00489] = (0.3853, 0.4146)

Se podria interpretar el intervalo de confianza diciendo que el porcentaje de la poblacion
activa estd comprendido entre el 38,53% y el 41,46% con una probabilidad del 997 por mil, es
decir, practicamente la certeza.

El total estimado de personas activas que se encuentran en situacion de desempleo sera:

A = 33000000 40 =132000
10000

P

El error de muestreo sera:

6= |N|1-2L PA=P) 33000000, [ 1- 10000 _10.0040-0.004) _,;0-7
N) n- 33000000 ) 10000 -1

El error relativo de muestreo sera la estimacion del coeficiente de variacion de A4, que
se calcula de la siguiente forma:

Para hallar el intervalo de confianza para el total con « = 0,003, utilizamos el valor
A=F oy (1=a/2) = F 'y (1-0,003/2)= F' o) (0,9985)=2,997. El intervalo sera:

[A-A_ 0(A4), A+ A,0(A)] =[132000-2,997-20827, 132000+ 2,997-20827] = (69581,194419)

El tamafio de muestra necesario para estimar la tasa de actividad en Espafia con un
error de muestreo e,= 0,02 y un coeficiente de confianza del 95% sera:

AL NPQ 1,96 -33000000-0,39-(1-0,39)

n= i — - 2 = 2379
(N-De2 + PO (33000000 -1)-0,02% +1,96> -0,39-(1-0,39)
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3.5.

El tamafio de muestra necesario para estimar la tasa de actividad en Espafia con un
error relativo de muestreo e, ,=0,05 y un coeficiente de confianza del 95% sera:

o . NO ) 1,96 - 33000000+ (1 - 0,39) B
(N-DPe’, +72.0  (33000000-1)-0,39-0,02% +1,967 - (1-0,39)

Mediante muestreo irrestricto aleatorio se trata de estimar la proporcion y el total de aciertos
obtenidos en un juego ilegal en el que se realizan un total de 6000 apuestas. En un ensayo
previo se han obtenido 1/3 de fallos en las apuestas. Se pide:

1) Hallar el nimero de apuestas necesario para que el error de muestreo sea de una décima
al estimar la proporcion de aciertos en las apuestas del juego ilegal. Hallar también el
numero de apuestas necesario para que el error relativo de muestreo sea del 20% en la
misma estimacion.

2) Hallar el numero de apuestas necesario para que el error de muestreo sea de 600 unidades
al estimar el total de aciertos en las apuestas con un coeficiente de confianza del 99,7% y
suponiendo muestreo aleatorio simple con reposicion. Hallar dicho tamafio en las
condiciones anteriores pero para un error relativo de muestreo del 10%.

Tenemos como datos N = 6000 y P = 2/3. El tamafio de muestra necesario para
estimar la proporcion de aciertos en las apuestas con un error de muestreo e = 0,1 seré:

o NPO _ 6000-06666-(1-0.6666)
(N=De* +PQ  (6000~1)-0,1* +0,6666- (1 - 0,6666)

>

Sera necesario utilizar un tamafio de muestra de 23 apuestas.

El tamafio de muestra necesario para estimar la proporcion de aciertos con un error
relativo de muestreo e, = 0,2 sera:

o NO 6000 - (1 - 0,6666) ~
(N -1)Pe’ +Q (6000 -1)-0,6666-0,2* + (1 - 0,6666)

12,47

Sera necesario utilizar un tamafio de muestra de 13 apuestas.

Para hallar el tamafio de muestra necesario para estimar el total de aciertos con o= 0,003,
se usa A, = F'yon (1=af2) = F'yon (1-0,003/2) = F 'y (0,9985) = 2,997. Dicho tamafio en
muestreo con reposicion para un error de muestreo e,= 600 se calcula de la siguiente forma:

~ AL PON’ _ 2,9977 -0,6666(1 - 0,6666)6000°
e’ 600°

(24

n =199,6 (200 apuestas)

El tamafio de muestra en muestreo con reposicion para un error relativo de muestreo
€= 0,1 con = 0,003 se calcula de la siguiente forma:

n A0 _ 2,997 - (1-0,6666)

= = =449,1 (450 apuestas
e’P 0,1* -0,6666 ( P )
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3.6.

De una poblacion de 100 opositores que se presentan a un examen se ha extraido una
muestra irrestricta aleatoria de tamafio » = 8, siendo sus edades (variable X) las siguientes:
{25, 32, 28, 35, 26, 34, 30, 28}. Basandose en esta muestra, estimar la edad media y la suma
de las edades de los opositores asi como sus errores absoluto y relativo de muestreo.
Determinar también:

1) Basandose en la muestra anterior, ;qué tamafio de muestra seria necesario para que el
error de muestreo sea 2 al estimar la edad media y 50 al estimar la suma de las edades?
LY para que el error relativo sea del 6%? Contestar a las mismas preguntas con un
coeficiente de confianza del 95%.

2) A partir de la muestra anterior, estimar la proporcion de edades pares en la poblacion y
el total de la clase de las edades pares estimando los errores absoluto y relativo de
muestreo. {Qué tamafio de muestra seria necesario para que el error relativo de muestreo
fuese del 6% al 95% de confianza al estimar la proporcion?

3) Hallar el tamafio de muestra del apartado anterior suponiendo muestreo con reposicion.
Comentar los resultados.

Se observa que la media muestral es 29,75, la cuasivarianza muestral es 13,3571 y la
cuasidesviacion tipica muestral es 3,65474. También se obtienen buenos valores para los
coeficientes de asimetria (0,28) y curtosis (-0,79), que al estar comprendidos entre -2 y 2
permiten suponer normalidad.

Las estimaciones de la edad media y la suma de edades y sus errores absoluto y
relativo son:

~ )
X =x=2975 e=é(f)=,/(1—f)s— =[-8 | 13357 =1,536
n 100) 8

e, = Cv(F) =——="2=0051  (51%)

X =N-x=100-29,75 = 2975 e=06(X)=N-6(x)=100-1,536 = 153,6

e =Cv(X)=—"o2=""22_0,051 (51%)
X

Evidentemente, los errores relativos de las estimaciones de media y total coinciden.

Para hallar el tamafio de muestra necesario para estimar la edad media (media) con un
error de muestreo e igual a 50, consideramos la muestra anterior como una muestra piloto que
nos proporciona una estimacion del valor de la cuasivarianza. Se aplica la formula:

NS* _100-13,3571
S*+Ne® 13,3571+100.2°

n=

2

con lo que se tomara como tamafio de muestra necesario n = 4.

Para hallar el tamafio de muestra necesario para estimar la suma de edades (total) con
un error de muestreo e igual a 50, se aplica la formula:
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2q2 2,
e N2S - 100° -13,3571 3482
NS” +e 100-13,3571+ 50

con lo que se tomara como tamafio de muestra necesario n = 35.

Si introducimos un coeficiente de confianza del 95%, los tamafios de muestra necesarios
para cometer el mismo error de muestreo e, = 2 al estimar la media y e, = 50 para el total
logicamente seran algo superiores a los calculados anteriormente. Tenemos:

n, 1282 2S* 196133571
= 2

Media— n = n =128 =1136 con n, = - 5 =12,82
I+ 1+—— a
N 100
2 : 2 Q2 2
Total—> 1 = Nn, _ 100°12,82 9992 con 1, = /'ta;? _ 1,96 123’3571=12,82
1+Nn  1+100-1282 e

Para el caso de un error relativo de muestreo igual a e, = 0,06 el tamafio de muestra
necesario es el mismo para la estimacion del total y de la media. Tendremos:

C., 0015

_ -
ef+& 0,06% +

2
4 con €7 oS 133571

0,015 RS SR TY T
: X 2975

Para el caso de un error relativo de muestreo igual a e,,= 0,06 con un coeficiente de
confianza del 95%, el tamaflo de muestra necesario es el mismo para la estimacion del total y
de la media, y légicamente serd mayor que cuando no existe el coeficiente de confianza.

Tendremos:
AC? 1,960,015
me e D e = 6154
LIy L 0,06° +1,96 - —>——
ra “ N 100

con lo que se tomard como tamafio de muestra necesario » = 65 que, evidentemente, es
superior al tamafio de muestra necesario sin coeficiente de confianza.

A continuacion consideramos la muestra asociada a la inicial, cuyos valores son cero para
edades impares y uno para edades pares, es decir, la nueva muestra sera {0, 1,1,0,1,1,1,1}. A
partir de esta muestra estimaremos la proporcion Py el total de la clase A de los valores pares de X
en la poblacion, asi como los errores de muestreo correspondientes. Tenemos:

8

>4

p=2 =§=0,75 (75%) ,21=N-13=100§=75

n

A PO 8 10,75-0,25
=6(P)= (- f)—= = || 1-— | 22222 20,0246
e=0®)=\0=N7= \/[ 100) 81

e=06(A) = N-6(P)=100-0,0246 = 2,46
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3.7.

El tamafio de muestra necesario para estimar la proporcion de edades pares en la
poblacién con un error relativo de muestreo e ,.,= 0,06 y un coeficiente de confianza del 95%
sera:

A NQ 1,96 -100-(1-0,75)

n= = =
(N-DPe’, +A2.0  (100-1)-0,75-0,06" +1,96” - (1-0,75)

ra

b

Vamos a realizar a continuacion para muestreo con reposicion el calculo del tamafio
de muestra necesario para que el error relativo de muestreo sea 0,06 al estimar la proporcion
de edades pares de la poblacion con un coeficiente de confianza del 95%. Utilizamos:

1-
AC? ’122 196" 0(;’575
n=lox P 212 355
er(l er(x 0’06

luego el tamafio de muestra necesario serd #» = 355, que supera al tamaflo poblacional. Eso se
debe a lo bajo que es el error especificado a cometer. En este caso habra que aumentar el
error a cometer. No obstante, se ha comprobado que el tamafio de muestra necesario para
estimar el mismo parametro cometiendo el mismo error siempre es mayor en el muestreo
con reposicion, lo que indica que este tipo de muestreo es menos preciso que el muestreo sin
reposicion. Esto concuerda también con el hecho de que los errores de muestreo siempre son
menores en el caso de sin reposicion.

Una muestra irrestricta aleatoria de 600 habitantes procedente de una poblacion de N = 15.000
presenta los siguientes datos para la variable X = numero de visitas anuales a doctores
especialistas:

600 600

DX, =2946 y > X[ =18694

i=1 i=1

Hallar intervalos de confianza al 95% para el total y la media por habitante anuales de visitas
a doctores especialistas en la poblacion admitiendo normalidad para la distribucion de los
estimadores. Tomando la muestra anterior como muestra piloto, ;qué tamafio de muestra
sera necesario para cometer un error absoluto de muestreo de 1.000 unidades al estimar el
total de visitas a doctores especialistas en la poblacion? ;Y para cometer un error relativo de
muestreo del 15%?

El total de visitas a doctores especialistas en la poblacidn, su error y el intervalo de
confianza al 95% se estiman como sigue:

; 2946 o1& o Y
X =N-Xx=15000-—-=73650 S*=——|> X} -[> X, | /n|=706
600 n-1|4G =

q2
o(X) = 1/Nz(l—f)s— = 150002(1—ﬂj 706 _ 1504239
n 15000 ) 600

IC(X) =X = A,6(X) =73650%1,96-1594,239 = (70526, 76775)
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La media de visitas por habitante a doctores especialistas en la poblacion, su error y
el intervalo de confianza al 95% se estiman como sigue:

32
522296 401 6w =ifa-pSs o [128903796 406082
600 n 15000 ) 600

IC(X) =X +,6(X)=4,91%196-0,106282 = (4,70168, 5,11831)

El tamafio de muestra necesario para cometer un error absoluto de muestreo de
1.000 unidades al estimar el total poblacional de X, se puede calcular despejando # en la
formula de la desviacion tipica del estimador del total, de la forma siguiente:

20
10002=150002(1— 7 j7’06:>n 150007 7,06

5000 ) n ~1000% +15000-7.06

El tamafio de muestra necesario para cometer un error relativo de muestreo del 15%
al estimar el total poblacional de X puede hallarse como sigue:

S? 7,06

o B 4’91706 =t
Ne? +2 15000-0,15% +
r Xz

2

b

Hemos utilizado un valor de S* = 7,06 porque la muestra de tamafio 600 con los
datos dados en el enunciado del problema se utiliza como muestra piloto.

3.8. Un sector industrial de Estados Unidos tiene un censo de 1000 fabricas. Hallar el tamafio de
muestra necesario (nimero de fabricas) para que, con un grado de confianza del 95%, la
estimacion de la produccion total del sector quede dentro del 10% de su valor verdadero. Se
utiliza muestreo irrestricto aleatorio y se sabe por una muestra piloto que el coeficiente de
variacion poblacional es 0,6.

P(| X -X1]<0]10X)=095< P(-0,10X < X - X <0,10X) = 0,95 <

A-010x _X-x _ojlox 09500 {{Z010X _ oy 010X ) o

O'(X ) O'(X ) O'(X ) o(X) o(X
010X . =010=24, o) =2, o(X) = 2,0v(X) =e,, con A,=196
o(X) X E(X)

Por lo tanto, el problema se traduce en calcular el tamafio de muestra necesario para
cometer un error relativo de muestreo de 0,051 al estimar la produccion total.

B

- ;]'ithzv = “ ? = N -1 - N-1 = 999 =122
Né, + A, s AN ( T , 2 196 o
X -

2 AN o 2 2 2
xS " (}_{j EN (cpp 1961000 )

Né +/12 &+ cvy 0%+
ra 2 Ne N 1 ra N—l( ) 999
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3.9.

Los partidos de izquierdas desean obtener informacion rapida sobre el nimero total de concejales
que obtuvieron en las ultimas elecciones en los 300 municipios mas pequefios de una region
espafiola. Para ello se eligieron 50 municipios, y se obtuvieron los siguientes resultados:

Numero de concejales por municipio Numero de municipios
Xi n
0 2
1 7
2 5
3 7
4 8
5 10
6 5
7 3
8 2
9 1

Se pide:

1) Estimar el nimero total de concejales que obtuvieron los partidos de izquierdas en las
ultimas elecciones en la regidén en los municipios mas pequenios.

2) Si se hubiera querido un error de muestreo inferior a 150 concejales, jcuantos municipios
habria sido necesario seleccionar?

Tenemos N =300 y n = 50. Para estimar el total de concejales que obtuvieron los partidos de
izquierdas se procede como sigue:

_ 1d 196 .
X=—>xn = " 3,92= X = Nx=300%392=1176 concejales
n

i=1

Como no se especifica lo contrario, se supone que el muestreo es sin reposicion, en
cuyo caso el error del estimador anterior al 99% de confianza es:

. g’ /4.8098
o(X) = AHW/NZ(I —i)S— =2,575%4/300(300 = 50) Y227 ~ 218,7189
N n /50

2 2
S’ =L[ix?n. _ M} =L[1oo4 - 122 } — 4,8098

n-1 t 49

i=1 n

Por tanto, la estimacion del numero de concejales obtenidos en los 300 municipios
mas pequeflos de esa regidon durante las pasadas elecciones es de 1178 concejales. El error de
muestreo con un 99% de confianza ha resultado ser 218,7, que en términos relativos (de
coeficiente de variacion) es:

\ o0 218,7189

€, (1) = =0 =100 =18,59%
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Para estimar el total de concejales con un error de muestreo inferior a 150, el
numero de municipios que habria sido necesario seleccionar se calculara como:

C__NAS® 300" #2575 *4,8098
e + NES* 1507 +300%2,575 *4,8098

= 89,51 =90 municipios

3.10.  Un prestamista se dispone a contabilizar deudas atrasadas de 10000 clientes. Necesita
aproximar la deuda sin cobrar y para ello elige una muestra aleatoria de 36 clientes, los
cuales adeudan en media 7500 euros con un error (cuasidesviacion tipica) de 3000 euros.
Realizar una estimacion por intervalos al 95% de la deuda sin cobrar. ;Qué tamafio de
muestra deberd seleccionarse para estimar la deuda pendiente con un error de muestreo
inferior a 2500000 euros.

Sea X la variable que mide la deuda sin cobrar. Dicha deuda total se estimara mediante:

X = Nx =1000 * 7500 = 7500000 euros

El error de muestreo sera:

.
a()”()=,/N2(1—i)S—= 10002 1= 38139907 _ 57648
N’ n 1000 36

El intervalo de confianza para el total poblacional sera:

[X =2, 0(X), X +4,0(X)] =[75000-196(27648); 75000+1,96(27648)] =[652176559; 847823441]

Para estimar la deuda pendiente con un error inferior a 2500000 euros, se debe elegir
una muestra de tamafio superior al valor siguiente:

N?22S? 2 2 2
n=— e 10020 *1,96 *30020 __ 524,19 ~525
e + NAS*>  (2500000) +10000 1,96 3000

3.11. En un recinto ferial se desea estimar la cantidad X gastada por visitante en sus instalaciones.
Para ello, de entre los 500 visitantes de un dia determinado, se seleccion6 una muestra
aleatoria simple de 100 y a la salida del recinto ferial se les pregunt6 la cantidad en euros
que habian gastado. Se obtuvieron los siguientes datos:

100 100
DX, =250 D X7 =649,75

i=1 i=1

Hallar un intervalo de confianza al 95% para la cantidad media gastada por persona en el
recinto ferial. ;A cuantas personas se deberia haber preguntado para que, con la misma
confianza, el error de la estimacion anterior no superarse los 75 euros? ;Cuantas personas
deberian haber sido preguntadas si se hubiera deseado estimar la proporciéon de personas
insatisfechas con los servicios prestados en el recinto ferial con un error del 10% y una
confianza del 95%?
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3.12.

El intervalo de confianza para la media poblacional sera:

1=[f—ﬁa,/<l—%)s7; x—a,/a—%ﬂ
1

= _in 20 2,50 euros
100

n-j

=

z 1(L 1 1
X=X, | |=—|649,75-—(250)’ |=0,25
{Z ; H(Z ” 99{ ’ 100( )} ’

1
n-1

El intervalo de confianza para el gasto medio en euros por persona en la feria sera:

I=|25-196 1~ 199,025, 2,5-1,96,/(1-@)% =[2.4123; 2,5876]
500" 100 500" 100

Para un error en la estimacidén de la media de 75 euros, el nimero de personas que
serd necesario entrevistar sera:

_ ANS® 1,967 #500%0,25
e2N + A28%  0,075% %500 +1,96 0,24

n =127,2761=128

El numero de personas que deberian haber sido preguntadas si se hubiera deseado
estimar la proporcidon de personas insatisfechas con los servicios prestados en el recinto
ferial con un error del 10% y una confianza del 95% seria el siguiente:

o RNPO _ 196%%500%05%05
(N =1)+ PO  0,10% %499 +1,96> #0,5%0,5

= 80,7005 =81 personas

Como no se tiene informacién sobre el valor de P, se toma P =0,5.

Para tomar la decision de mantener un determinado libro como texto oficial de una
asignatura, se pretende tomar una muestra aleatoria simple entre los 1250 profesores de una
universidad y enviarles un cuestionario a traveés del cual manifiesten si son favorables a la
renovacion del libro como texto oficial.

1) (Cual debera ser el numero apropiado de profesores encuestados de entre los 1250 para
obtener una estimacion sobre la proporcion de profesores favorables a la renovacion del
libro de texto con un error de muestreo inferior al 12% y una confianza del 90%?

2) Si de la encuesta realizada el afio anterior se sabe que la proporcion de profesores
favorables al mantenimiento del libro de texto estara entre el 75% y el 85%, ¢cual deberia
ser en este caso el nimero apropiado de profesores encuestados del apartado anterior?

3) Si finalmente se decidio enviar cuestionarios a 100 profesores, de los cuales tan s6lo 35
no se manifestaron favorables a la renovacion del libro de texto, estimar la proporcion del
nimero apropiado de profesores encuestados de entre los 1250 para obtener una estimacion.
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3.13.

El nimero apropiado de profesores a encuestar de entre los 1250 para obtener una
estimacidn sobre la proporcidén de profesores favorables a la renovacidn del libro de texto
con un error de muestreo inferior al 12% y una confianza del 90% sera el siguiente:

_ ANPQ 16457 %1250%0,5%0,5
e2(N=1)+ 2PQ 0,127 %1249 +1,645% 0,5% 0,5

=45,2968 = 46 profesores

Se ha utlizado P = 1/2 porque no se tiene informacion sobre P.

Para el caso de que se estime que la proporcidn oscilara entre el 75% y el 85%, en la
férmula para obtener el tamafio muestral se utilizara P = 0,75, pues es el que proporciona
mayor variabilidad entre los posibles. Ahora tenemos:

L6457 £1250+0,75%0,25
0,127 %1249 + 1,645 %0,75 % 0,25

= 34,2954 = 35 profesores

En el altimo apartado, como el estimador puntual de la proporcién poblacional es la
proporcion muestral, tenemos:

ﬁ:

N

Z A, (4; =1 si el profesor i-ésimo mantiene el libro y 4; = 0 en caso contrario)
i=1

Como sdlo 35 profesores de los 100 deciden la no renovacion del libro de texto,
tenemos:
=% _ogs
100
El error de muestreo sera:

e =,1M/Mﬂ =1,645\/1250_100 # 0055035 4753
’ N-1n 1249 100

Una empresa industrial esta interesada en el tiempo por semana que los cientificos emplean
para ciertas tareas triviales. Las hojas de control del tiempo de una muestra irrestricta
aleatoria de n = 50 empleados muestran que la cantidad promedio de tiempo empleado en
esas tareas es de 10,31 horas, con una varianza muestral de S* = 2,25. La compaiiia emplea N
= 750 cientificos. Estimar el numero total de horas-hombre que se pierden por semana en las
tareas insignificantes y establecer un limite para el error de estimacion al 95% (A,=2).

Sea X el total de horas-hombre que se pierden por semana. Tenemos:
X = Nx =750(10,31) = 7732,5 horas

Un limite para el error de estimacion sera el radio del intervalo de confianza al 95%:

/lao(f()=2,/N2(1—1)S—=2 700 1= 221225 _307.4 horas
N n 750 ) 50
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3.14.

Una muestra irrestricta aleatoria de » = 100 estudiantes del ultimo afio de un colegio fue
seleccionada para estimar: (1) la fraccion de entre los V= 300 estudiantes del altimo afio que
asistiran a una universidad, y (2) la fraccidon de estudiantes que han tenido trabajos de tiempo
parcial durante su estancia en el colegio. Sean Y;y X; (i = 1, 2, ..., 100) las respuestas del i-
ésimo estudiante seleccionado. Estableceremos que Y; = 0 si el i-ésimo estudiante no
planifica asistir a una institucion superior, ¢ Y; = 1 si lo planifica. Asimismo, sea X; = 0 si el
estudiante i-€simo no ha tenido trabajo durante su estancia en el colegio y sea X; =1 si lo ha
tenido. Usando los datos de la muestra presentados en la tabla adjunta, estime P;, la
proporcion de estudiantes del ultimo afio que planea asistir a una universidad y P,, la
proporcion de estudiantes del ultimo afio que ha tenido un trabajo de tiempo parcial durante
sus cursos en el colegio (incluyendo los veranos).

Estudiante Y X
1 1 0
2 0 1
3 0 1
4 1 1
5 0 0
6 0 0
7 0 1
96 0 1
97 1 0
98 0 1
99 0 1
100 1 1
100 100

Las estimaciones de las respectivas proporciones estaran dadas por las proporciones
muestrales:

’*o>

——015 P=—>»X =—=0,65

100 15 R 1 Lo 65
Z 100 21004 100

1
'T1005

Los limites para los respectivos errores de estimacion al 95% estaran dados por los
radios de los dos intervalos de confianza, que se calculan como sigue:

. PO
A,0(P)=2 (1_£)1_Q1=2 (1 loo)w_o’%g
VTN 300) 99
| P
A,0(P)=2,(1- )22 .0, o [[1-10010.65:0.35 ) 17g
N n-1 300) 99

Hemos obtenido que el 15% de los estudiantes de ultimo afio planifica asistir a la
universidad con un limite del error de la estimacion del 5,9%, y el 65% de los estudiantes de
ultimo afio ha tenido un trabajo a tiempo parcial durante su estancia en el colegio con un
limite para el error de la estimacion del 7,8%.
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3.15.  Mediante muestreo irrestricto aleatorio se obtiene una muestra de 50 trabajadores procedente
de una poblacion de 750 empleados de una multinacional. Al medir el salario mensual X en
cientos de euros que perciben los trabajadores de la muestra se obtienen los siguientes datos:

f:x,. =454y f“xf = 4306
=1 i=1

De esta muestra 20 trabajadores pertenecen al sector financiero de la multinacional, y al medir
los salarios mensuales X sobre estos 20 empleados se obtienen los siguientes resultados:

20 20
DX, =172y Y X =1536
i=1 i=1

1° Estimar el salario medio mensual por trabajador y el total mensual de pagos en salarios de
la multinacional para todos sus empleados y para los empleados del sector financiero, asi
como sus errores absolutos y relativos de muestreo.

2° Responder a las preguntas del apartado anterior para muestreo aleatorio simple con
reposicion comentando resultados y comparandolos con los del apartado 1.

Consideramos como poblacion todos los empleados de la multinacional y como
subpoblacién todos los empleados del sector financiero de la multinacional.

Para estimar la media y el total de la poblacién con n =50 y N =750 se tiene:

50
_ 2. 454 2.

n 50 n

Las estimaciones de los errores de muestreo seran:

2

1 in i){ 50
= =

H—/
PE) = (-0 L = — 0,07 = &(F) = /0,07 = 0,26
750 50 ’ ’ ’

V(X) =NV (x)=7500,07 = 39375 = &(X) = /39375 = 198,43

Las estimaciones de los errores relativos de muestreo (coeficientes de variacion de
los estimadores) seran las siguientes:

Cv(x) = 00 _027_ 609 (29%) ¥ Cw(X)= owx) 19843 0,029 (2,9%)
X 908 X 6810

Evidentemente, los errores relativos de muestreo coinciden al estimar la media y el
total para la poblacion.
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Hemos estimado que el salario medio de todos los trabajadores de la multinacional
es de 908 euros mensuales y que los pagos totales mensuales de la multinacional en salarios
de todos sus empleados es 681000 euros. Estas estimaciones tiene un error inferior al 3%
(2,9%), lo que indica que son muy aceptables.

Para estimar la media y el total de la subpoblacion con » =50, N =750, n; =20y N,
desconocido, se tiene:
20 20

ZX" 172 - X ZX" 172
X, =4 =— =286 y X, =N-"L=750.""L— = 750-— = 2580
n, 20 n 50 50
1 20 , 20 2 |
L on -1 ;X" _(;X"j i 50 5[1536-1722/20]
Vx)=(1-— —(1-_"= =014
(x;)=( ) " ( 750) 20
1 20 , 20 2
R ZI:XI- —(;Xij n 50 4—19[1536—1722/50]
V(X y=N2a-21 - - ~750%(1 - >
(X)) ( N) . ( 750) 0

=202354,28

Luego las estimaciones de los errores de muestreo para la subpoblacion seran:

(%) =V(%) =+/0,14 =0374 v &(X,)=+/V(X,) =+/202354,28 = 450

Las estimaciones de los errores relativos de muestreo (coeficientes de variacion)
para la subpoblacion seran:

OG) 0374 _ 043 (43%) ¥ Cu(i,)= o) _ 450

Cv(x,) =— :
X, 8,6 X, 2580

=0,1744 (17,44%)

Para la subpoblacion ya no coinciden los errores relativos de muestreo al estimar la
media y el total.

Hemos estimado que el salario medio de los trabajadores del sector financiero de la
multinacional es de 860 euros mensuales (algo inferior a los 908 euros mensuales de media
cuando se consideran todos los trabajadores) y que los pagos totales mensuales de la
multinacional en salarios de sus empleados del sector financiero es 258000 euros. Estas
estimaciones tienen unos errores del 4,3% y del 17,44%, respectivamente. Es mucho mas
precisa la estimacion del salario medio de los empleados del sector financiero que la
estimacion de los pagos totales a empleados de dicho sector.

En el caso de muestreo con reposicion los estimadores son los mismos (para la
poblacion y para la subpoblacion). Los errores de muestreo para la poblacion y la
subpoblacidn seran:
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G (%) = Ver (%) V@ 007 0,289

1-f 1-50/750
. 5 A2 /V(X) 39375
UCR(X)= VCR(X)= - f =1_50/750=212,28

o — V(x,) 0,14
O'CR(xl):m:\/:: 1-50/750 =04
V(X)) 4/202354,28
G (X)) = \/CRT ( */7’ = 482,14

1-f 1-50/750

Se observa que los errores de muestreo al estimar la media y el total, tanto
para la poblacion como para la subpoblacion, son mayores en el caso de muestreo con
reposicion que en el caso de muestreo sin reposicion.

Las estimaciones de los errores relativos de muestreo (coeficientes de
variacion) para la poblacion y la subpoblacion seran:

A 5 (3 X
oy = Fe® 028900t an y Guiiy = S 21228 o0t 3100
9,08 X 6810

~ 5 . (x X
oz = 2D 04 (a6 (o) ¥ vk =T 48210 ee 18 .6%)
6 X, 2580

1 b

Los errores relativos de muestreo al estimar la media y el total también son mayores
en el caso de muestreo con reposicion, tanto para la poblacion como para la subpoblacion.

3.16. La tabla adjunta muestra la distribucion de frecuencias del nimero de residentes en cada una
de las 197 ciudades de Estados Unidos que tenian mas de 50000 habitantes en 1940.

N° de residentes en miles Frecuencias N° de residentes en miles Frecuencias
de habitantes (clases) absolutas de habitantes (clases) absolutas
50 - 100 105 650 -700 2
100 - 150 36 700 - 750 0
150 - 200 13 750 - 800 1
200 - 250 6 800 - 850 1
250 -300 7 850 - 900 2
300 - 350 8 900 - 950 0
350 - 400 4 950 - 1000 0
400 - 450 1 1000 - 1050 0
450 - 500 3 1500 - 1550 1
500 - 550 0 1600 - 1650 1
550 - 600 2 1900 - 1950 1
600 - 650 1 3350 - 3400 1

7450 - 7500 1

Calcular los errores absoluto y relativo de muestreo del niimero total de habitantes estimado en
las 197 ciudades utilizando los siguientes métodos de muestreo:

1°) Muestro irrestricto aleatorio con tamafio de muestra z = 50.

2°) Muestreo que consiste en seleccionar las cinco ciudades mas grandes y posteriormente una
muestra irrestricta aleatoria de tamafio 45 para las 192 ciudades restantes.



Muestreo aleatiorio simple sin y con reposicion. Subpoblaciones 143

3.17.

Comenzaremos calculando la cuasivarianza para la distribucion de frecuencias dada relativa
a los tamafios de las ciudades. Considerando las marcas de clase se tiene:

S g ]

El error de muestreo para una muestra aleatoria simple sin reposicion de tamafio 50 es:

2
a(X) \/V(X = JN (1—£)S— = 197 (1— >0 ) 38006733 =14836,79 miles de personas

X ~. 14836,79 .
Como X = z n,X, =46275= Cv(X) = W *100 =32% (error relativo).
i=1

! 1 [85363125 - (46275)° /197]= 380067,33

En el segundo apartado consideramos la subpoblacion de las cinco ciudades mayores
(altimos cinco elementos de la tabla de frecuencias) que no presenta variabilidad porque se
eligen todos sus elementos para la muestra, y en la subpoblacion de las 192 ciudades restantes
elegimos una muestra de tamafio 45. En esta ultima subpoblacidén calcularemos el error de
muestreo (N, = 192 n,=45).

ﬂf“n)( (fn)(] / ] 1921 1[9425000—(30350)2/192]=24227,68

O(X) A V(X) = /Nz 1-—) 192 1- ﬁ)% =3898,09 miles de personas

& ~. 3898,09 .
Como X, = Znin. =30350= Cv(X) = T3;0 *100 =12,84% (error relativo).
i=1

Dos dentistas A y B hicieron una encuesta para investigar el estado de los dientes de 200 nifios. El
doctor A selecciond una muestra irrestricta aleatoria de 20 nifios y contd el ntimero de dientes con
caries de cada nifio, con los siguientes resultados:

N°de dientes con caries porniﬁ0|0 1 23 45 6 7 8 9 10
N° de nifios |8 4 22110001 1

El doctor B, utilizando las mismas técnicas dentales, examind a los 200 niflos y so6lo registrd
aquellos que no tenian caries, encontrando que 60 nifios no tenian dientes dafiados.

1) Estudiar qué doctor obtiene estimaciones mas precisas del numero total de dientes con caries en
los nifios cuantificando la ganancia en precision.

2) Realizar las estimaciones anteriores mediante intervalos de confianza al 95%. Comentar los
resultados comparandolos con los del apartado anterior.



144 Muestreo estadistico. Conceptos y problemas resueltos

Para el doctor 4, la estimacion del niumero de dientes con caries sera:

)A(=N)?=2000'8+1.42J£)m+10.1 =200-2,1 =420 dientes con caries.

El error de muestreo de esta estimacion es:

S(X) =V (X) = Nz(l——)—— _123,04

n. S? \/20 20 8,62

=50 1 {Z” X7 - (gn,—)ﬂ T/q} =%[252 _(42)/20]-8.62

La estimacion por intervalos al 95% es IC(X) = X = /laé(f( )=420+1,96-123,04.

Para el doctor B se considera la subpoblacion de los 140 nifios con caries resultante de
eliminar de los 200 nifios iniciales los 60 que no tenian caries. En cuanto a la muestra, hay que
eliminar de la distribucion inicial los ocho niflos que tienen cero caries (20-8=12). La
distribucién muestral de frecuencias de esta subpoblacion queda como sigue:

N°de dientes con caries por niﬁ0| 1 23 456 7 8 9 10
N° de nifios | 422110001 1

Tenemos entonces N;= 140y n; = 12.

X, =Nx = 140% =140-3,5=490 dientes con caries.

El error de muestreo de esta estimacion es:

s 3z S’ 129,54
6(X,)=V(X)) = Nf(l—%)—‘= 9525_419,370
1 nl

S¢ 12_1{2 X7 - (ganfjz/nl}=1—11[252—(42)2/12]=9,545

Se observa que la precision del doctor B es bastante menor (error mayor).

La estimacion por intervalos al 95% es IC(X,) = )A(l x4, (AT()A(I) =490 +1,96-419,37 .
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3.1.

3.2.

EJERCICIOS PROPUESTOS

Consideramos una poblacidn finita de seis elementos sobre los que medimos una variable X,
obteniendo como resultados X;= {8, 3,1, 11,4, 7},1=1, ..., 6. Mediante muestreo irrestricto
aleatorio se extraen muestras de tamafio 2. Se pide:

1) (Cuantos elementos tiene el espacio muestral? Especificar dicho espacio muestral y las
probabilidades asociadas a las muestras. Hallar las distribuciones en el muestreo de los
estimadores de la media y del total de X, asi como de los estimadores de sus varianzas.

2
Comprobar la insesgadez de los estimadores y que se cumple V(x)=(1-f )S—,
n

2

V(X)=N>(1- f)2— yE(S*)=S?, asi como que el estimador 7 = Total muestral no es
n

insesgado del total poblacional X.

2) Hallar el tamafio de muestra necesario para que el error de muestreo sea 2 al estimar la
media de la poblacién. (Y al estimar el total poblacional? Hallar también el tamafio de
muestra necesario para que el error relativo de muestreo sea 0.48 en las mismas
estimaciones. Calcular todos los tamafios de muestra anteriores en presencia de un
coeficiente de confianza adicional del 95%. Comentar los resultados.

3) Contestar a todas las preguntas del apartado anterior para muestreo con reposicion.
Comparar los resultados con los de muestreo sin reposicion. Comentar los resultados.

4) (A partir de qué tamafio poblacional N el aumento del tamafio muestral » no interviene en
el error absoluto de muestreo para la estimacion de la media? ;Cuédnto valdra N con un
coeficiente de confianza del 95%? Hallar intervalos de confianza al 95% para la media y el
total basados en las muestras de elementos pares. Si al medir una variable X sobre los
elementos de la poblacidon se obtienen los valores {1, 3, 4}, ;cual de todos los métodos de
muestreo es mas preciso al estimar el total poblacional mediante un estimador lineal
insesgado apropiado?

Mediante muestreo irrestricto aleatorio se trata de estimar la proporcién y el total de piezas
correctas producidas en un proceso industrial en el que se fabrican un total de 6000 unidades.
Una muestra piloto ha suministrado 1/3 de piezas defectuosas. Se pide:

1) Hallar el tamafio de muestra necesario para que el error de muestreo sea de una décima al
estimar la proporcion de piezas correctas producidas en el proceso industrial. Hallar también el
tamafio de muestra necesario para que el error relativo de muestreo sea de 20% en la misma
estimacion.

2) Hallar el tamafio de muestra necesario para que el error de muestreo sea de 600 unidades al
estimar el total de piezas correctas con un coeficiente de confianza del 99,7% y suponiendo
muestreo aleatorio simple con reposicion. Hallar dicho tamafio en las condiciones anteriores pero
para un error relativo de muestreo del 10%.
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3.3.

3.4.

3.5.

Con el objetivo del andlisis de la divisibilidad de un conjunto de numeros consideramos la
poblacién virtual X; = {2, 13, 17, 23, 6, 1}, i =1, ..., 6. Mediante muestreo irrestricto aleatorio se
extraen muestras de tamafio 2.

1) Se trata de estimar los parametros poblacionales PROPORCION DE NUMEROS PRIMOS y
TOTAL DE NUMEROS PRIMOS mediante estimadores insesgados basados en las muestras del
espacio muestral. Hallar la distribucion en el muestreo de dichos estimadores y de las
estimaciones insesgadas de sus varianzas. Comprobar todas las insesgadeces y que se cumplen

NPQ NPQ

las relaciones V(P)=(1- /)N =L~ pp=N*1- H=L " yES?)=5?, asi como
n n

que el estimador 7'= Total de nimeros primos en las muestras no es insesgado del total de clase
poblacional A4.

3) Hallar el tamafio de muestra necesario para que el error de muestreo sea 1/4 al estimar la
proporcién de numeros primos de la poblacidon. Hallar también el tamafio de muestra necesario
para que el error relativo de muestreo sea del 2% en la misma estimacion.

4) Hallar intervalos de confianza al 99% (« = 0,01) para el total y la proporcion de ntimeros
primos en la poblacion basados en las muestras cuyos dos elementos son numeros no primos.
Tenemos como dato conocido que F'(0.995)= 2,57, siendo F la funcién de distribucion de la
normal (0,1). Comentar los resultados.

5) Hallar el tamafio de muestra necesario para que el error de muestreo sea 6 al estimar el total de
numeros primos de la poblacion con un coeficiente de confianza del 99% y suponiendo muestreo
aleatorio simple con reposicion. Hallar dicho tamafio en las condiciones anteriores pero para un
error relativo de muestreo del 90%. Comentar los resultados.

Un investigador esta interesado en estimar la ganancia en peso total en 0 a 4 semanas de N =
1000 polluelos alimentados con una nueva racién. Obviamente, pesar cada ave seria tedioso
y lento. Por lo tanto, determinar el nimero de polluelos que serdn seleccionados en este
estudio para estimar T con un limite para el error de estimacion igual a 1000 gramos. Muchos
estudios similares sobre nutricion de polluelos se han llevado a cabo en el pasado. Usando
los datos de esos estudios, el investigador encontrd que o, la varianza poblacional, fue
aproximadamente igual a 36,00 gramos. Determine el tamafio de muestra requerido.

Una muestra irrestricta aleatoria de » = 100 medidores de agua es controlada dentro de una
comunidad para estimar el promedio de consumo de agua diario por casa durante un periodo

estacional seco. La media y la varianza muestrales fueron y =125 y s° =1252. Si

suponemos que hay N = 10000 casas dentro de la comunidad, estimar p, el promedio de
consumo diario verdadero, y establezca un limite para el error de estimacion.
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OBJETIVOS

Presentar el concepto de muestreo estratificado.
Comprender las especificaciones del muestreo estratificado.

Analizar los estimadores y sus errores en muestreo aleatorio estratificado
sin reposicion.

Estimar los errores en muestreo aleatorio estratificado sin reposicion.

Analizar los estimadores y sus errores en muestreo estratificado con
reposicion.

Estimar los errores en muestreo aleatorio estratificado sin reposicion.
Comprender el concepto de afijacion de la muestra.
Estudiar los distintos tipos de afijacion.

Especificar los errores de los estimadores en funcion de los distintos tipos
de afijacion.

. Analizar el tamafio de la muestra en general.

11.

Estudiar el tamafio de la muestra en funcion de los distintos tipos de
afijacion.

Comparar la eficiencia de los distintos tipos de afijacion.
Presentar el concepto de postestratificacion.

Analizar estimadores y errores en postestratifiaccion.




148 Muestreo estadistico. Conceptos y problemas resueltos

iINDICE

. Concepto de muestreo estratificado.

Muestreo estratificado sin reposicion. Estimadores y errores.

Muestreo estratificado con reposicion. Estimadores y errores.

A W N =

. Afijacion de la muestra. Tipos de afijacion y errores de los estimadores para
muestreo sin reposicion.

e

Afijacion de la muestra. Tipos de afijacion y errores de los estimadores para
muestreo con reposicion.

Tamarfio de la muestra para muestreo sin reposicion.

Tamafio de la muestra para muestreo con reposicion.

Comparacion de eficiencias en muestreo estratificado.

o 0 a3 &

. Postestratificacion.

10. Problemas resueltos

11. Ejercicios propuestos




Muestreo estratificado sin y con reposicion 149

Supongamos que la poblacion objeto de estudio, formada por N unidades elementales, se
divide en L subpoblaciones o estratos, los cuales constituyen una particion, es decir, no se
solapan y la union de todos ellos es el total. De forma mas precisa podemos decir que en el
muestreo estratificado, una poblacion heterogénea con N unidades {u;} ;-1 . v se subdivide
en L subpoblaciones disjuntas lo mds homogéneas posible (que forman una particion) de tamafios

Ny, N, ..., N, denominadas estratos {u,, } ,_ 5 ..., -
i=12.N,

El muestreo estratificado es un tipo de muestreo de unidades elementales ya que la muestra
estratificada de tamafio # se obtiene seleccionando 7, elementos (4 = 1,2, ..., L) de cada uno de los L
estratos en los que se subdivide la poblacion de forma independiente. Si la seleccion en cada estrato
es aleatoria simple y de forma independiente, el muestreo se denomina muestreo aleatorio
estratificado, pero en general nada impide utilizar diferentes tipos de seleccion en cada estrato. Si
el muestreo aleatorio en cada estrato es sin reposicion, el muestreo estratificado es sin reposicion,
y si el muestreo aleatorio en cada estrato es con reposicion, el muestreo estratificado es con
reposicion. El grafico siguiente muestra la poblacién dividida en £ estratos de tamafio N, en
cada de los cuales elegimos de modo independiente 7, unidades (por muestreo aleatorio
simple si no se especifica otra cosa) para la muestra estratificada de tamafio ..

POBLACION

A continuacién se expresa de modo esquematico la formacidn de estratos en la
poblacién y la formacion de la muestra estratificada de la forma siguiente:

POBLACION
UpUpp Uy,
Se divide en L estratos u21u22“'u2]\72 . N, =N
{ulu2 uN} =
.................. =
UpUpy Uy
MUESTRA
UpUp: Uy,
e L
{ . } Se extrae en cada estrato Uy Uy U 2n, _
uy---u, n, =n
.................. P
UpUp, U,
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El principal objetivo del muestreo estratificado es mejorar la precision de las
estimaciones reduciendo los errores de muestreo. Intenta minimizar la varianza de los
estimadores mediante la creacion de estratos lo mas homogéneos posible entre sus elementos
(para que los estimadores del estrato sean precisos) y lo mas heterogéneos entre si (para
tener el maximo de informacion). Otros objetivos del muestreo estratificado son los
siguientes:

1. Obtener estimaciones separadas para cada uno de los estratos.
2. Hacer un uso mas racional de la organizacion administrativa.

3. Paliar los defectos del marco, aislando esos defectos en algunos estratos.

Es muy conveniente utilizar muestreo estratificado cuando existe una variable precisa para
la estratificacion cuyos valores permitan dividir convenientemente la poblacion en estratos
homogéneos. Las variables utilizadas para la estratificacion deberan estar correlacionadas con las
variables objeto de la investigacion. Por ejemplo, para realizar estadisticas sobre los ingresos de las
familias en una ciudad puede estratificarse segun los valores de la variable cualificacion profesional
de los cabezas de sus componentes (a mas cualificacion normalmente hay mas ingresos, con lo que
los estratos resultaran homogéneos). Si se quiere estudiar el volumen de negocio de los
establecimientos de venta al publico de una ciudad, se puede utilizar como variable de
estratificacion su numero de empleados, y clasificar (estratificar) los establecimientos en grandes
superficies, supermercados, tiendas grandes, tiendas pequefias y otros, segin el nimero de
empleados; asi resulta una division de los establecimientos en grupos homogéneos. Si se quiere
estudiar caracteristicas de hospitales se puede utilizar la variable de estratificacion numero de
pacientes, para estratificarlos en grandes hospitales, clinicas medias y clinicas pequefias, resultando
asi grupos de hospitales con problematica similar. Para realizar estadisticas en el sector educativo
puede utilizarse la variable de estratificacion nivel de ensefianza, tomando como estratos los niveles
de enseflanza infantil, enseflanza primaria, ensefianza secundaria obligatoria, bachillerato y
ensefianza universitaria (cada estrato tiene asi unas caracteristicas muy peculiares que lo hacen
homogéneo).

L N,
En muestreo estratificado un parametro poblacional puede escribirse como 6 = Z Z Y, .
h i

El parametro & puede ser estimado mediante la suma extendida a todos los estratos de los
estimadores lineales insesgados de Horvitz y Thompson en cada estrato, es decir, mediante:

e
noi T

donde 7,; es la probabilidad de que la unidad u ,, pertenezca a la muestra (/\N’ ,) de n;, unidades,

obtenida de entre las V, unidades del estrato A#-€simo. Para los diferentes estimadores tendremos las
siguientes expresiones:
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G=X=Y, =X, =X, =330 zznh/ YL szh zx

h=l i=l Ml hel =l h=1 nhzl
)?h=’7h
_ X, =2 &G 1&eX, 1y X, LN, 1& &S
6=X:th=_hl:> st='xst=z_ _hl=z_ u = _h_ZXhi=zVthh
N m NT NS n;,/Nh h=1_\]\i,nh il =l
W,
A, L 1 & L ) L.
0=A4A=Y, = Ah/:>A ZZ l Zz Z BT Ahi:zNh h=zAh
h=l i=1 Ty h1;1”h/ =1 n, i =1 h=1
5f_/
B
A4, A Ll g4, &1 A, LN, 1 &
0= P:>Yh, _:>Pst=z_ hl=z_ = =Z . Ahz—ZWhPh
N m N T mw, o NT ”h/Nh m N n, o h=1
W, N
B,

El estimador del total poblacional en muestreo estratificado aleatorio es la suma de
los estimadores del total en cada estrato y los factores de elevacion son N,/ n,. El estimador
de la media en muestreo estratificado aleatorio es la media ponderada de los estimadores de la
media en cada estrato, siendo los coeficientes de ponderacion W), = N,/N de suma unitaria, que a
su vez son los factores de elevacion. El estimador del total de clase en muestreo estratificado
aleatorio es la suma de los estimadores del total de clase en cada estrato. El estimador de la
proporcion en muestreo estratificado aleatorio es la media ponderada de los estimadores de la
proporcion en cada estrato, siendo los coeficientes de ponderacion W, = N,/N de suma
unitaria. Las varianzas de los estimadores y sus errores son (f;, = n, / Ny,):

)5

nh

. = 2 Nh Pth D |_ < 2 Nh Pth

A= SN ) V(a,)-;m B
. L 572 B L SvZ
P )=V - 1), PR, )= 3w - 7)o
h=1 n, h=1 n,

S, = cuasivarianza poblacional en el estrato %, S; = cuasivarianza muestral en el estrato 4.

Para el caso del muestreo estratificado con reposicion los estimadores son los
mismos, y sus varianzas son las siguientes:

L

A )-S v %, ve)-Sm % v(i)-S e B2 plp)-wr B

h=1 n, h=1 n, h=1 n, h=1 n,
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Las estimaciones de los errores (estimaciones de varianzas) son las siguientes:

AFIJACION DE LA MUESTRA: TIPOS DE AFIJACION Y ERRORES DE
LOS ESTIMADORES PARA MUESTREO SIN REPOSICION

Se llama afijacion de la muestra al reparto, asignacion, adjudicacion, adscripcion o distribucion
del tamafio muestral » entre los diferentes estratos; esto es, a la determinacién de los valores de ny,
que verifiquen n; + n, + ... + n, = n. Pueden establecerse muchas afijaciones o maneras de
repartir la muestra entre los estratos, pero las mas importantes son: la afijacion uniforme, la
afijacion proporcional, la afijacion de varianza minima y la afijacion optima.

Afijacion uniforme

Consiste en asignar el mismo numero de unidades muestrales a cada estrato, con lo que se
tomaran todos los n, iguales a n/L, aumentando o disminuyendo este tamafio en una unidad
si n no fuese multiplo de L, esto es, n, = E(n/L) + 1, donde E denota la parte entera.

L L
ny,=kVh=1-1=3n, =Y k=n=Lk=f, __ kK
=l =l N, N,

Para este tipo de afijacion, las varianzas de los estimadores y sus estimaciones se
hallan sustituyendo en las formulas generales f, por &/N,. Este tipo de afijacion da la misma
importancia a todos los estratos, en cuanto a tamafio de la muestra, con lo cual favorecera a los
estratos de menor tamafio y perjudicara a los grandes en cuanto a precision. Sélo es conveniente
en poblaciones con estratos de tamafio similar.

Afijacion proporcional

Consiste en asignar a cada estrato un niimero de unidades muestrales proporcional a su tamarfio.
Las » unidades de la muestra se distribuyen proporcionalmente a los tamafios de los estratos
expresados en niimero de unidades. Tenemos:

L L L
n, =N,k=>n, =2Nhk=kZNh:>n=kN:>k=%=
h=1

=) el
H,_J
n N
fh=n_h=Nhk=k=f Wh=ﬂ=ﬂ=n_h
N, N, N nk n

——
T hi

Para este tipo de afijacion, las varianzas de los estimadores seran:
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= st
k3 no

i )RS N o ) UHS NN o)

k =N, -1 k = N,-1
En afijacion proporcional los estimadores de media y total pueden expresarse como
sigue:
L
Lo_ & 1 & &~ Ty Total muestral
st_zthh_Z xh=_z w Xy = == .
e = KW s 1 k f Fraccion demuestreo
hi1"h
>
X
~ L L L h
2 _ n, _ 1 _ - Total muestral
X, =x,=2 Wx, =Z_hxh = Znh X, = = -
= N nim = n Tamario de muestra

xu/n,

A la vista de los resultados anteriores, en afijacién proporcional, podemos asegurar lo
siguiente:

* Las fracciones de muestreo en los estratos son iguales y coinciden con la fraccion global
de muestreo, siendo su valor la constante de proporcionalidad.

* Los coeficientes de ponderacion W), se obtienen exclusivamente a partir de la muestra,
pues para su calculo s6lo son necesarios valores muestrales (», y n).

* El estimador insesgado para el total poblacional puede expresarse como el cociente entre
el total muestral y la fraccion de muestreo, o lo que es lo mismo, como el producto del
total muestral por la inversa de la fraccion de muestreo. Similar propiedad tiene el
estimador insesgado para el total de clase (producto del total de clase muestral por la
inversa de la fraccién de muestreo).

* El estimador insesgado para la media poblacional puede expresarse como el cociente entre
el total muestral y el tamafio de la muestra. Similar propiedad tiene el estimador insesgado
para la proporcion poblacional (cociente entre el total de clase muestral y el tamafio de la
muestra).

* Como 7, = Vh =k=f todas las unidades de la poblacion tienen la misma probabilidad
h

de figurar en la muestra de » unidades; es decir, estamos en el caso de muestras
autoponderadas.

Afijacion de minima varianza (o afijacion de Neyman)
La afijacién de minima varianza o afijaciéon de Neyman consiste en determinar los valores de

n, (nimero de unidades que se extraen del estrato /-ésimo para la muestra) de forma que para
un tamafio de muestra fijo igual a » la varianza de los estimadores sea minima.
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N, S
., N,S, N w,S,
La expresion para n, es n, =n-— =n-— v =n-— .
NS, DS WS,
h=1 = NV =l

Vemos que los valores de n;, son proporcionales a los productos N, S, y en el

supuesto de que S, =S, Vh =1, 2, ..., L esta afijacion de minima varianza coincidiria con la
proporcional, tal y como se ve a continuacion:

N,S N
Sh=S:>nh=n-Ll =nNh=th conk=%

DN,

h=1

La utilidad de esta afijacion es mayor si hay grandes diferencias en la
variabilidad de los estratos. En otro caso, la mayor sencillez y autoponderacién de la
afijacidn proporcional hacen preferible el empleo de ésta.

Una vez calculados los ny, para afijacion de minima varianza, vamos a ver cuanto
vale la varianza del estimador de la media y del total para este tipo de afijacion. Tenemos:

_ 1 L 2 1 L 5 n 1 L 2 1 L 5
V<xsr):;[thShj _ﬁZWhSh’ V(st)=;(zNhSh] _ﬁzNhSh
h=1 h=1 h=1 h=1

Si se quiere la afijacion y la expresion de la varianza minima para el estimador de la
proporcion y el total de clase, basta sustituir en la férmula anterior S, por PLOwN/(N)-1).

Afijacion optima

La afijacién optima consiste en determinar los valores de #, (numero de unidades que se
extraen del estrato A#-ésimo para la muestra) de forma que para un coste fijo C la varianza de
los estimadores sea minima. El coste fijo C sera la suma de los costes derivados de la
seleccion de las unidades muestrales de los estratos; es decir, si ¢, es el coste por unidad de
muestreo en el estrato 4, el coste total de seleccidon de las »;, unidades muestrales en ese
estrato sera c;n;,. Sumando los costes c,n, para los L estratos tenemos el coste total de

seleccion de la muestra estratificada.
N, S, /\e, o S, /e,

L

SN SN XS e,

Vemos que los valores de n,, son proporcionales a los productos N, - S, / \/Z yen el

Podemos escribir que n, =n-

supuesto de que C, = k Vh =1, 2, ..., L (coste constante en todos los estratos) la afijacién
optima coincide con la de minima varianza, y si ademas S, = S, Vh =1, 2, ..., L la afijacion
optima coincidira con la de minima varianza y con la proporcional.

Valor de la varianza minima

Una vez calculados los n;, para afijacion optima, vamos a ver cuanto vale la varianza del
estimador de la media y del total para este tipo de afijacion. Tenemos:
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v(x,)= %(ZW,, Sh/@j(gthh@j —%ZWhS,f
V(X )= %[; N, Sh/@j(g N,S, \/Zj-%gms,f

Si se quiere la afijacion Optima y la expresion de la varianza minima para el
estimador de la proporcion y el total de clase, basta sustituir en la formula anterior S,° por

PLOWN/(N-1).
AFIJACION DE LA MUESTRA: TIPOS DE AFIJACION Y ERRORES DE LOS

ESTIMADORES PARA MUESTREO CON REPOSICION

Dada la forma en que estan definidos los calculos de los n, para las afijaciones uniforme y
proporcional, dichas afijaciones no van a verse afectadas por el hecho de que el muestreo sea
con o sin reposicion. Sin embargo, si variardn las varianzas de los estimadores. Las
afijaciones de minima varianza y Optima si van a verse afectadas por la existencia de
reposicion o no, ya que el calculo de n, depende de las varianzas en los estratos.

Afijacion uniforme

Para este tipo de afijacion, las varianzas de los estimadores seran:

A )-3M %, rte)-3m L )-8, p)-3m 2

L
h=1 k h=1

Afijacion proporcional
Para este tipo de afijacion las varianzas de los estimadores seran:

n 1 L n 1 L . 1 L n 1 L P
b= v A= Svno. vw)- Sl e ) S 2

Afijacion de minima varianza (o afijacion de Neyman)

Tenemos:

W, o N,o _ 1(& ? _ (& ?
n,=n:-—; P —n- 7 bk > V(xs,)=;(thah) > V(xst)=;(zNhahj
ZWhah zNhGh
h=1 h=1

Si se quiere la afijacion de minima varianza y la expresion de la varianza minima
para el estimador de la proporcion y el total de clase basta sustituir en la férmula anterior

ay’ por PyQ.
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Afijacion éptima

Tenemos:

W, .o N, o
h~h h~h

n,=n v = ver . vz =% iWah/\/Z ZWO’,M/Z,

ZWO'h Nhah h=1

Joo e
V()?S,)=% gNh o, /e, gNhahJZ

Si se quiere la afijacion dptima y la expresion de la varianza minima para el estimador de
la proporcion y el total de clase basta sustituir en las fomulas anterioriores o por POy

TAMANO DE LA MUESTRA PARA MUESTREO SIN REPOSICION

Vamos a analizar ahora el tamafio de muestra estratificada necesario para cometer un
determinado error de muestreo conocido de antemano. Distinguiremos los casos de error de
muestreo dado con y sin coeficiente de confianza adicional y, ademas, distinguiremos entre
los diferentes tipos de afijacién de la muestra.

Tipo de error — Absoluto y coeficient Absoluto y coeficient
, Absoluto Absoluto o .
Pardametro ) . o de confianza adicional de confianza adicional

proporcional varianza minima . . .
i proporcionil varianza minima
L L 2 L L 2
2HS: [ZWM] 2S; [Zthh]
Media —h’ll - —h=]1 7 _ _
2+ﬁZthh2 ez+ﬁZWth —+—thsh —+—2thh
h=1 h=1 <
L L
NZN,,S; [ZNhSh] NZNhS,f [ZNhShJ
h=1 h=1 h=1 h=1
TOtal L L eZ L eZ L
2 2
&+ ZNhsf &+ ZNhsf ot ZN,,S,, ot D NS,
hel B — 2 @ el B = h; 2
Ny h
w, B, w, th w, w, PO,
» z hNh_l Qh [; N 2 hNh th ; Nh—l
Proporcion N » 1L N
2 h € h
e+— YW, B, e+ — YW, W, —+— D> W, B,
thsl: hNh_l th Z h Z h Afz NhZ:]: hNh—l th
2 2
L L L L
N N,
N, -Npo, ZNhJiPQh NZNh Ye_po, DN, [—"—=P0,
~ "N,-1 =l h=1 Nh -1 (=] Ny -1
Total de clase 7 N 7 CR— N
e
YN ~HIRO, | €+ DN, TR, i3, RO |+ 2N RO,
h=1 h h=1 Ny - a h=1 Ny - o h=1 h

TAMANO DE LA MUESTRA PARA MUESTREO CON REPOSICION

Vamos a analizar ahora el tamafio de muestra estratificada con reposicion necesario para
cometer un determinado error de muestreo conocido de antemano. Distinguiremos los casos
de error de muestreo dado con y sin coeficiente de confianza adicional y, ademas,
distinguiremos entre los diferentes tipos de afijacién de la muestra.
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Tipo de error — Absoluto y coeficiente | Absoluto y coeficiente
i Absoluto Absoluto o o
Pardmetro . . o de confianza adicional | de confianza adicional
proporcional | varianza minima . i .
! proporcional varianza minima
L L : L L 2
S [Z Waj S0 (z Whah]
Media h=1 hol L AL
e’ e eI x eI
L L 2 L B 2
NY N,o; (Z N,Ia,,j NY N,o; (Z N,o, ]
Total h=1 hel ksl AN
e & eI A eI
L 2 L L )
ZWhPth (ZWhVPIth] ZW,,P,,Q,, [ZW;’ Pth]
Proporcion = il b=t N A
P e e eI eI A
L L 2 L I 2
NZNhPth (ZNI? VPthJ NzNhPIth [zNh Pth]
Total de clase h=l > kel 5 ”‘12 ~ hel —
e e e /A, e /A,

Muestreo sin reposicion

Vamos a realizar ahora comparaciones de eficiencias a partir de la expresion de S°. Tenemos:

L N L
S =W+ 3w, (X, -Xf =2 =3 w,s2 +
h=1 h=1 n n p-
ST 1-f ¢ - & (= =y _
1-n= =Ly wsi LS w (7 - X s vum s
h=1 h=1
Vs (X) Vo (X) =0

IS (%, - %f =
n -1

La_igualdad se da
siX,=Xh=1,--,L

VMEP (f )

Hemos visto que el muestreo estratificado con afijacion proporcional es mas preciso que el
muestreo aleatorio simple, produciéndose la igualdad de precisiones cuando las medias de los
estratos son todas iguales. Por tanto, la ganancia en precision del muestreo estratificado respecto del
aleatorio simple sera mayor cuanto mas distintas entre si sean las medias de los estratos; es decir,
para que el muestreo estratificado sea preciso es conveniente que los estratos sean heterogéneos
entre si en media, afirmacion que ya conociamos desde el comienzo del tema y que constituye una
de las especificaciones clésicas en el muestreo estratificado.

- = l_f N 2 (< ’ 1< 2
VMEP(x)_VMEMV(x)=—ZWhSh - ZWhSh __ZWhSh =
no pel n A\ p=1 N W

(& , (< 11
“ISws:-IYw,s, | |=—

h=1

S, (s

sf

- >

" N
La igualdad se da
siS,=Sh=1,-L

Luego Vyp (X) =V () 2 02V, 1 (X) 2V (X)

L
OconS = Z w.,S,
h=1
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El muestreo estratificado con afijacion de minima varianza es mas preciso que el muestreo
estratificado con afijacion proporcional, produciéndose la igualdad de precisiones cuando las
cuasidesviaciones tipicas de los estratos son todas iguales. Por tanto, la ganancia en precision del
muestreo estratificado con afijacion de minima varianza respecto del muestreo estratificado con
afijacion proporcional sera mayor cuanto mas distintas entre si sean las cuasidesviaciones tipicas de
los estratos; es decir, para que el muestreo estratificado sea mas preciso es conveniente que los
estratos sean heterogéneos entre si en desviacion tipica, afirmacién que ya conociamos desde el
comienzo del tema y que constituye una de las especificaciones clasicas en el muestreo
estratificado.

Vs (X) 2V (X) 2V (X)

El muestreo estratificado con afijacion de minima varianza es mas preciso que el muestreo
estratificado con afijacion proporcional y que el aleatorio simple, siendo ademas el estratificado con
afijacion proporcional mas preciso que el aleatorio simple.

(1—f)£=ﬁiWhShz+ﬁZL:Wh(yh_)?)2 =
n no o no oo

—_— -

— — — —
VMAS (x) VMEP (X)

VMEMV (f)‘*lZL‘,Wh(Sh_§)2+1_fZL:Wh<)?h_)?)2

h=1 no -

El incremento de la eficiencia del muestreo estratificado con afijacion de minima varianza
respecto del muestreo aleatorio simple recoge un término debido a la variabilidad de las medias de
los estratos y otro debido a la variabilidad de las desviaciones tipicas de los estratos. Se produce la
igualdad de eficiencias cuando las cuasivarianzas y las medias de los estratos son constantes, y se
produce la maxima diferencia de eficiencias cuanto mas distintas sean las cuasivarianzas y las
medias de los estratos, es decir, cuanto mayor sea la heterogeneidad entre los estratos, tal y como es
loégico en muestreo estratificado.

Muestreo con reposicion

Vamos a realizar ahora comparaciones de eficiencias a partir de la expresion de o”. Tenemos:

2
02=2Wha,f+iWh()_(h—)_()2:> g =lZL:WhOZ+lZL:Wh()?h—)?)2:>
hel h=l 2, nis neo
VMAS (x) VMEP (%) =0

VMAS ()_C) ? VMEP ()_C)
La_igualdad se da
$iX,=Xh=1,--L

Hemos visto que el muestreo estratificado con reposicion y afijacion proporcional es mas
preciso que el muestreo aleatorio simple con reposicion, produciéndose la igualdad de precisiones

cuando las medias de los estratos son todas iguales.

Ahora vamos a comparar la afijacion proporcional y de minima varianza con reposicion.
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3 _ 1L 1( <& 2 1( & L 2
VMEP(x)_VMEMV('x)=_ZWhO-; __(thahj =— ZVVhOf _(thahj
nia n\ p= n\ p=1 h=1

J 2 _ < _ _
_Z h( ) T 0cono =2Whah =V (X) 2V g (X)
o La igualdad se da h=1

518, =8 h=1,-L

El muestreo estratificado con reposicion y afijacion de minima varianza es mas preciso
que el muestreo estratificado con reposicion y afijacion proporcional, produciéndose la igualdad de
precisiones cuando las cuasidesviaciones tipicas de los estratos son todas iguales.

Viias (X) 2 Vyp (X) 2 Vo (%)

En general el muestreo estratificado con reposicion y afijacién de minima varianza es mas
preciso que el muestreo estratificado con reposicion y afijacion proporcional y que el aleatorio
simple con reposicion, siendo ademas el estratificado con reposicion y afijacion proporcional mas
preciso que el aleatorio simple con reposicion.

CANNR ZW(X - XJ -
N s
Vius (%) V\p(X)

Viwy (¥) +— ZW( a)z+ ZW(X ~XJ

El incremento de la eficiencia del muestreo estratificado con reposicion y afijacion de
minima varianza respecto del muestreo aleatorio simple con reposicion recoge un término debido a
la variabilidad de las medias de los estratos y otro debido a la variabilidad de las desviaciones
tipicas de los estratos. Se produce la igualdad de eficiencias cuando las varianzas y las medias de
los estratos son constantes, y se produce la méxima diferencia de eficiencias cuanto mas distintas
sean las varianzas y las medias de los estratos, es decir, cuanto mayor sea la heterogeneidad entre
los estratos, tal y como es logico en muestreo estratificado.

Cuando se manejan determinadas variables de estratificacion puede ocurrir que no se
conozca el estrato a que pertenece una unidad sino hasta después de recoger los datos.

Ejemplos tipicos son las caracteristicas personales como la edad, el sexo, la estatura,
etc., y el nivel de educacion.

Los tamaifios de los estratos &, se pueden obtener de manera bastante exacta a partir
de las estadisticas oficiales, pero las unidades se pueden clasificar en estratos solamente
después de conocer los datos de la muestra. Por lo tanto, puede suponerse que los W, y los
N, son conocidos.
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Este método se utiliza cuando se desconocen a priori las unidades que pertenecen a
cada estrato. Obtenida la muestra, las unidades se asignan al estrato correspondiente. Si los
pesos de €stos son conocidos, se puede utilizar el estimador insesgado.

L
—i_ —
X = thxh
h=1

cuya precision es similar a la obtenida con la afijacion proporcional, siempre que todos los
n, sean grandes; por ejemplo, superiores a 20 unidades. Si de los ), se conocen so6lo las
aproximaciones W, el estimador:

L
—n_ "=
x'"= E W' x,
h=1

sera sesgado y la cuantia del sesgo sera:

J— L J— J—
Ex]-Xx=Yw,X,->w, X, =

L
h=1 h=

(W'h Wh)')_(h

L
h=1

La acuracidad vendra dada por el error medio cuadratico

EM.C(X"]= zL:W';-S—:-(l - 1)+ {Z(W'h W, ))?h}

h=1 n,

~ L
El estimador del total es: X''= ZN'h X, .

h=1

El método de postestratificacion puede aplicarse también a una muestra ya
estratificada por otro factor, por ejemplo, en cinco regiones geograficas a condicion de que los
W, se conozcan separadamente en cada region. Esta estratificacion doble se utiliza mucho en
las cuentas nacionales de Estados Unidos. Los errores se calculan y estiman mediante:

N-n N-ng
V ') = Nv .SvZ SvZ 1= '
x") N'n ; po ot N n? ; h( fh)
5 N-ng N(N - n)&
E DR SN RRCII) S ey
h=1 h=1
5 N-n s N-n& g
V ) = Nv .SvZ SvZ 1= '
x") N'n ; po ot N n? ; h( fh)

A A N - L ~ N(N - L.
V(X”)= nZN'h.S'Z*’ (n2 n)zsvi (l_fvh)
h=1 h=1

n

7” P,(1-P,) y S por
n', -1

Para totales y proporciones cambiamosS; por

U
h

N',-1

P', (1-P',).El apéstrofe indica siempre valor de postestratificacion.
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4.1.

PROBLEMAS RESUELTOS

Una empresa publicitaria estd interesada en medir la influencia de la publicidad televisiva en un
municipio y decide realizar una encuesta por muestreo para estimar el nimero promedio de horas
por semana que se ve la television en los hogares del municipio. Este comprende dos pueblos A y
B y un area rural, y se sabe que existen 155 hogares en el pueblo A, 62 en el pueblo B y 93 en el
area rural. La empresa publicitaria tiene tiempo y dinero suficientes para entrevistar 30 hogares
(20 del pueblo A, 8 del pueblo B y 12 del area rural) midiendo en cada uno el tiempo que se ve la
television en horas por semana. Se obtienen los datos siguientes:

Puebla A (estrato [)—> 352826 41 432932 37 36 25 29 31 39 38 40 45 28 27 35 34
Pueblo B (estrato II)— 27449 10 15 41 25 30
Area rural (estrato [II)— 8 15217 143020 11 12323424

Estimar el tiempo promedio que se ve la television, en horas por semana, en cada uno de los
estratos y en todo el municipio fijando limites para el error de estimacion a través de intervalos de
confianza al 95%.

Comenzamos introduciendo los datos como tres columnas, una por cada estrato, en
una hoja de calculo de Excel. A continuacidn, para calcular los estadisticos necesarios en cada
estrato, en el ment Herramientas de Excel elegimos Andlisis de datos, seleccionamos
Estadistica descriptiva y rellenamos la pantalla de entrada como se indica en la Figura 13-1.
Al pulsar Aceptar se obtienen los estadisticos muestrales por estrato de la Figura 13-2. Se
observa que el tiempo promedio que se ve la television en el pueblo A es 33,9 horas por
semana, en el pueblo es 20,33 y en la zona rural es 19. Las cuasivarianzas muestrales son
33,3578, 285y 87,63 horas por semana, respectivamente, en cada estrato, y al dividirlas por el
tamafio muestral seleccionado en cada estrato obtenemos los errores de los estimadores en
cada estrato suponiendo muestreo con reposicion (33,35/20 = 1,667, 285/8 = 35,62 y 87,63/12
= 7,3). Como los coeficientes de asimetria y curtosis en cada estrato estan en el intervalo
[-2,2], puede suponerse normalidad, con lo que los limites para el error de estimacion en cada
estrato (suponiendo muestreo con reposicion) seran los radios de los intervalos de confianza al
95%, es decir, 2,7829, 12,97 y 5,94, respectivamente. Si el muestreo es sin reposicion, las
varianzas en cada estrato hay que multiplicarlas por (1-#n,/N,) h=1,2, 3.

A [ B [ C [ D E F G H
11 Il Il
2 35 2 BN Estadistica descriptiva
& 28 7 15 - Eg]
2 25 4 21 Entrada
f 41 49 7 Rango de entrada: $6.42: 440 e @
| 6} 43 10 14 Agrupado por: & Columnas ancear
7 29 15 a0, " Flas Lyuda
| 8 a2 41 20 [~ Rétulos en la primera fila
9 37 25 11
| 10 36 30 12 Opciones de salida
11 25 32
A ida: E$1 =
12 25 ) ® Rango de salida; $E$
13 31 74 " En una hoja nueva:
14 38 " En un libro nuevo
15 38 [¥ Resumen de estadisticas
% 32 [v¥ Mivel de confianza para la med 95 £
18 28 [~ K-&simo mayor: 1
18 27 [ K-gsimo menor: 1
20 55
21 34

Figura 13-1
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E F G [ H I d
1 Colurmnai ColumnaZz Columna3
2
3 |Media 33,9 Media 20,3333333 Media 19
4 |Errar tipicao 1,32882203 Errar tipico 5,62731434 Error tipica 270241194
9 Medizna 34 5 Mediana 14 Mediana 175
B |Moda 35 Moda #MIA Mada HMIA
7 Desviacion estandar 5,894625048 Desviacion estandar 16,881943 Desviacian estandar 936142957
8 Varianza de la muestra 35,3578947 Varianza de la muestra 285 Varianza de la muestra 87,6363636
9 |Curtosis -1,0468008 Curtosis 0,9607396 Curtosis -1,2178641
10 |Coeficiente de asimetria  0,20737524 Coeficiente de asimetria | 0,64283214 Coeficiente de asimetria 0,3901415
11 |[Rango 20 Rango 47 Rango 27
12 |Minimo 25 Minima 2 Minima 7
13 |M&ximo 45 Maximo 48 Maximo 34
14 |Suma 678 Suma 183 Suma 228
18 |Cuenta 20 Cuenta 9 Cuenta 12
16 |Nivel de confianza(95,0%) 2.78293175 Nivel de ¢onfianza(95,0%) 129766185 Nivel de confianza(95,0%) 5,94797159
17

Figura 13-2

Para hallar la estimacion del tiempo promedio que se ve la television en todo el
municipio en horas por semana y su error para muestreo sin reposicion, se tendran en cuenta
las siguientes expresiones:

~ L N 1 ny L
Xst =xst =Z h_ZXhl _ZWh)_Ch
N
h=1 n, g h=1
W,
. A

La Figura 13-3 presenta las formulas para el célculo del estimador de la media
estratificada para todo el municipio, su error de muestreo y el radio del intervalo de
confianza al 95%. La Figura 13-4 presenta los resultados.

L 1 I [9] P [o] & [ 5
1 [Nh nh Wh WhiT-ntvlh) | ShZ | WhZ{T-nhPNRISha/nh mediah Confianza
2 1585 20 | SLAELES =NI-ML2) =$FE8  =NZFOZFP M2 =$F$3
3 B2 8 =L3ELES =NI*(1-M3IFLI) =fHEE =MNI*O3*PIM3 =$H$3
4 193 12 | ZLHSLEE =NA*(1-M4iLd) =488 | =N4* Q4 P4img =$J$3
5 |=SUMA(NR) =SUMA(Q2:04) =PROMEDIO(mediah) =2*RAIZ(Q5)
Figura 13-3
L M N Q P Q R S
1 |Mh nh Wh WWh{T-niyiNR) She Wha2(1-nbvNh)Sheinh mediah Confianza
2 1585 20 05 0435483871 353578047 0,384944822 339
] 62 g 0,2 0,174193548 285 1,241129032) 20,3333333
4 93 12 0,3 0281200323 87 6363636 08724653343 19
5 310 2,198537197 | 244111111 2,96549301
Figura 13-4

La estimacion del tiempo promedio que se ve la television en todo el municipio en
horas por semana en muestreo con reposicion es la misma que sin reposicion y su error de
muestreo se calcula mediante la siguiente expresion:

P(x,)= 3wz Sn

h=1 n,

La Figura 13-5 presenta las formulas y la Figura 13-6 presenta los resultados.
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T U T U

1 Wh2Shz/nh conflanza 1 Wh2Shz/nh confianza

2 |=NZFP2M2 2 | 0441973884

3 |=N3/ZPaM3 3 1425

4 |=N4nZ*Pa4 4 | 0B57272727

5 |=SUMA(T2:T4) |=2*RAIZ(T5) 5 | 2524246411 3177575435

Figura 13-5 Figura 13-6
4.2. Consideramos los salarios anuales (variable X) en miles de euros de 500 trabajadores de una

empresa se obtiene la siguiente distribucion de frecuencias:

2 | 100
3 |80
5 1200
10 | 30
20 | 30
50 | 30
100 | 20
200 | 10

Se estratifica la poblacion en grupos homogéneos de ganancias salariales utilizando como
variable de estratificacion el propio salario anual mediante el criterio dado por 2 <= X< 10,
10 = X < 100, 100 = X = 200. Realizar las afijaciones de minima varianza sin y con
reposicion de una muestra de tamafio 100 cuando se estima el salario anual medio. Analizar
las precisiones y justificar los resultados.

Comenzamos realizando los cdalculos por estratos necesarios para la resolucion del
problema. Tenemos:

Estratos

!
I 132 | 175 [ 132 | 174 [380

17 17,1 | 292,13 | 16,99 | 288,88 | 90
i 4795 | 2298,85 | 47,14 | 2222,22 | 30

2 2
Sh Sh ah ah N h

Afijacion de minima varianza sin reposicion

NS
n, =100- — =15
NS, +N,S,+N,S,
N,S N,S
n, =n-#: n, =100- = =44
ZNhSh NS, +1]\\772§2+N3S3
h=1
n, =100- — =41
NS, +N,S,+N,S,

Se observa que el numero de unidades a seleccionar para la muestra en el tercer
estrato es superior al numero de unidades de dicho estrato.
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Ante esta circunstancia seleccionamos para la muestra las 30 unidades del tercer
estrato; es decir, todas las unidades del tercer estrato van a ser autorrepresentadas. Pero
ahora las 70 unidades restantes de la muestra han de repartirse mediante afijacion de minima
varianza entre los dos primeros estratos. Tendremos:

NlSl
vs "% sans =Y
", =n-— nh 1]1vS2 2
YN,S,  |n, =70 —222 253
el N1S1+N2S2

Por tanto, la nueva afijacion es n; = 17, n, = 53 y n3 = 30. Para hallar la varianza del
estimador de la media para esta afijacion sin reposicion hemos de tener en cuenta que los
estratos con sus unidades autorrepresentadas no intervienen en el calculo de las varianzas.
Como el tercer estrato no interviene en el valor de la varianza, calculamos

N, 380 N, 90

W=l 08085 Y W',=—2
N' 470 N

=0,1915 . La varianza sera:

~ 2 ? 2
V(X) _ l(z W Shj ~ LS, 52 = 0,184064.
n' h=1 N' h=1

Afijacion de minima varianza con reposicion

Realizaremos la afijacion de minima varianza con reposicion como sigue:

n, =100- V.o, =15
N,o, +N,o0,+N,0,
N o N,o
n, =n—-"-—"—=1:n, =100 22 =44
ZN o N,o, +N,0,+N,0,
h~"h
- N.o
" n, =100- 1% =41

N,o, +N,0, +N,o,

Se observa que la afijacion coincide exactamente con la obtenida para muestreo sin
reposicion. Ahora el nimero de unidades a seleccionar para la muestra en el tercer estrato
vuelve a ser superior al nimero de unidades de dicho estrato, pero como el muestreo es con
reposicion, es posible seguir haciendo extracciones porque las unidades se reponen a la
poblacion cuando se extrae y nunca se acabaran. El valor de la varianza minima sera ahora:

-~ 3 2
V[XJ 1 Sw,o, | = 3800132429 1699+ 2% 4714y 2047469344
n\Um 100 500 500 500

No obstante, si se exige que las unidades seleccionadas sean distintas, seleccionamos
para la muestra las 30 unidades del tercer estrato; es decir, todas las unidades del tercer estrato
van a ser autorrepresentadas. Pero ahora las 70 unidades restantes de la muestra han de
repartirse mediante afijacion de minima varianza con reposicion entre los dos primeros
estratos. Tendremos:
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4.3.

N,o
n =70 ——"1__ =17
n,=n —LNhah = N‘a]‘v+ N0,
g
YN,o, |n,=70—2"2 =53
1 N,o, +N,o,

Por tanto, la nueva afijacion es n; = 17, n, = 53 y n;=30. Para hallar la varianza del
estimador de la media para esta afijacion con reposicion hemos de tener en cuenta que los
estratos con sus unidades autorrepresentadas no intervienen en el calculo de las varianzas.

Como el tercer estrato no interviene en el valor de la varianza calculamos ' - N, _380 _ 0,8085
N' 470
y w, =229 _41915. La varianza sera:
° N 70

A 2 :
V(Xj = l'(z w', Uhj = %(0,8085 1,32+ 0,1915-16,99)* = 0,266705.
n\ h=1

Las afijaciones coinciden para muestreo con y sin reposicion, pero el muestreo sin
reposicion resulta mas preciso, ya que tiene menor varianza (tanto si se exigen unidades
distintas, como en caso contrario).

Se observa que, aunque haya estratos con todas sus unidades autorrepresentadas, el
muestreo sin reposicion sigue siendo mas preciso que el muestreo con reposicion.

Las mil unidades de una poblacidn se clasifican en tres estratos para los que se conocen los
datos de la tabla adjunta:

Estratos
o | W
!
I 4 10,6
il 12 1 0,3
17 80 | 0,1

Se pide:

1) Determinar el tamafio de muestra que con afijacién proporcional proporciona una
varianza del estimador de la media igual a 5, considerando muestreo con y sin
reposicion. Realizar las respectivas afijaciones proporcionales. ;Qué resultados se
obtendrian con afijacion de minima varianza? Realizar las respectivas afijaciones de
minima varianza. Comentar todos los resultados y compararlos.

2) Determinar el tamafio de muestra para afijacion dptima con costes C;=1000, C,=1200 y
C3=2000, considerando el muestreo con y sin reposicion. Realizar las respectivas
afijaciones Optimas. Comprobar que los resultados coinciden para costes unitarios con
los de afijacion de minima varianza.

Como es habitual en los problemas de muestreo estratificado, comenzamos
recopilando los datos necesarios para el problema.
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W,=0,6=N;/N=N,=600 01°=16=(N;-1)S,;*/N,=S,*=6,02=5,=4,003
W,=0,3=N,/N=>N,=300 0,°=144=(N,-1)S,*/N,=S,’=144,5=8,=12,02
W;=0,1=N3/N=N;=100 05°=6400=(N3-1)S;%/N;=>S,"=6464,6=S,=80,4

Tenemos entonces:

Estratos

v
1 4,003 | 6,02 | 4 16 | 600 | 0,6

11 12,02 | 144,5 | 12 | 144 | 300 | 0,3
i 80,4 | 6464,6 | 80 | 6400 | 100 | 0,1

S

h

Afijacion proporcional sin reposicion

L
2Y (1 1) 275,
ez=V(X)= ———=DW,8; =>n=—="1 =122
n N J)ia 2 1 & 2
e +—ZWhSh
N =

Una vez hallado el tamafio de muestra, realizamos la afijacion como sigue:

n, =kN, =0,122-600 = 73
n, = kN, con k _W=_=0’122:> n, =kN, =0,122-300 = 37
n, =kN, =0,122-100 =12
Afijacion proporcional con reposicion
L
N S0l
e’ = V(Xj=—ZWha,f S>n=2"——=139

n o e

Se observa que el tamafio muestral necesario para cometer el mismo error que sin
reposicion es ahora superior. Ello es debido a que el muestreo con reposicion es menos
preciso que el muestreo sin reposicion. Una vez hallado el tamafio de muestra realizamos la
afijacion proporcional como sigue:

n, =kN, =0,139-600 = 83
my = KN, con k === 0139 = 10, = kN, =0,139-300 = 42
n, =kN, =0,139-100 = 14

Afijacion de minima varianza sin reposicion

L 2
~ 1 L 2 1 L (Zmyhshj
e2=V(XJ=—(ZWhShJ -—>W,S; =n= h=‘1 : =35

N\ h=1 N3 &> +NZWhS:

h=1

Una vez hallado el tamafio de muestra, realizamos la afijaciéon de minima varianza
como sigue:
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. N,S,

NS, +N,S, + N.S,
Nh—Sh n. =35 NS, =
;Nhsh N1S1+]]\\Z§2+N3S3
NS AN, NS,

|
[l
(@)}

Afijacion de minima varianza con reposicion

L 2
N 1(& 2 (thahJ
e’ =V(X)=—[2WhahJ Sn=-"1 2 =40

N\ p=1

Se observa que el tamafio muestral necesario para cometer el mismo error que sin
reposicion es ahora superior. Una vez hallado el tamafio de muestra realizamos la afijacion
de minima varianza como sigue:

N.o
n, =35- L1 =7
N,o, +N,o0,+N,0,
N,o N,o
n,=n—-—>""-=1p =35 22 =10
ZN o, N,o, +N,0,+N,o,
35 Ny, 23
n, =35- e
’ N,o, +N,o0,+N,0,

Afijacion optima sin reposicion

(zW s /@J{Zws )

=35

)= =2 (S s e | Smsi |- st =
e+NZWhS,f

h=1

Una vez hallado el tamafio de muestra, realizamos la afijacién dptima como sigue:

15 NS, /4JC, .
NS/\/_+NS/\/_+NS/\/__
N,S, /\C, N,S,

= =35
i nZNS/\/_ " NS/\/_+NS/\/_+NS/\/_

NS,
n, =35 55, =18

N,S, 1JC, +N,S,/\[C, +N,S,/\[C,

n,
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Afijacion optima con reposicion

vz, )=e? =%(§Wh ah/\/Zj[gWhah\/Z):» "= (; " ah/\/ajz(; Whah\/zj 40

e

Se observa que el tamafio muestral necesario para cometer el mismo error que sin
reposicion es ahora superior. Una vez hallado el tamafio de muestra realizamos la afijacién
optima como sigue:

n =40. Nlal/VCI =8
| N,o,/C, +N,0,/C, + N,o,/,C,
n =n'L Nth:> n =40. N202 =12
h L 2 =
zNhah/VCh Nla‘/VCI+N202/VC2+N303/\/C3
" N.o
n =40' 373 g20
3 N,o,/4{C, +N,o,/,C, + N,o,/,C,

Si utilizamos costes unitarios los célculos son exactamente los mismos que para la afijacion
de minima varianza, luego los resultados también lo son. Se observa que tanto en muestreo con
reposicion como sin reposicion la afijacion que menos tamafio muestral necesita para cometer un
determinado error de muestreo es la afijacion de minima varianza, y en este caso también la 6ptima.

4.4. Una empresa de publicidad quiere estimar la proporcién de hogares en un municipio donde
se ve cierto programa televisivo. EI municipio tiene en total 310 hogares y es dividido en
tres estratos. Se selecciona una muestra estratificada de » = 40 hogares con afijacion
proporcional. Estimar la proporcion de hogares en el municipio donde se ve el programa

televisivo estimando los errores absoluto y relativo cometidos. Datos:

N°de hogares donde |
Estratos | Tamarios muestrales P,
se ve el programa
1 n, =20 16 0,80
n, =8 2 0,25
3 n, =12 6 0,50

Como la seleccion de la muestra se realiza con afijacion proporcional, se tiene:

v 2 s
k0129
n, =kN, conk=—=%=0,129:> N2=%=%E
N =lo 12 g
k0129

Ya podemos estimar la proporciéon de hogares en el municipio donde se ve el
programa televisivo de la siguiente forma:
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4.5.

s . SN . 155 62 93
P =SWPE =S20p o 22080+-2025+—2-050=0,60 (60%
=2 = 2R 310 310 310 (60%)

Resulta que en el 60% de los hogares del municipio se ve el programa televisivo.

Para calcular el error absoluto de esta estimacién hallamos la estimacion de la
varianza del estimador de la proporcion. Se tiene:
P hA-P) B)

A 3 n 3
V(P P)=
)= hz V(B) hz Nh -

P :
@,100=M-1OO=1L18%.

B

2
N, =0,0045

El error relativo seria CA‘V(}A’“) =

st

Una empresa publicitaria esta interesada en determinar lo que debe enfatizar la publicidad
televisiva en un determinado municipio, y decide realizar una encuesta por muestreo para
estimar el nimero promedio de horas por semana que se ve la television en los hogares del
municipio. Este comprende dos pueblos, pueblo A y pueblo B, y un érea rural. El pueblo A
circunda una fabrica, y la mayoria de los hogares son de trabajadores fabriles con nifios en
edad escolar. El pueblo B es un suburbio exclusivo de una ciudad vecina y consta de
habitantes mas viejos con pocos nifios en casa. Existen 155 hogares en el pueblo A, 62 en el
pueblo B y 93 en el area rural. Se pide:

1. Analizar los méritos de usar muestreo aleatorio estratificado en esa situacion.

2. Supodngase que se lleva a cabo la encuesta planificada. La empresa publicitaria tiene
tiempo y dinero suficientes para entrevistar » = 40 hogares, y decide seleccionar muestras
aleatorias de tamafio n; = 20 del pueblo A, n, = 8 del pueblo B, y n; = 12 del area rural. Se
seleccionan las muestras irrestrictas aleatorias y se realizan las entrevistas. Los resultados,
con mediciones del tiempo que se ve la television en horas por semana, son los siguientes:

Estrato 1(pueblo A) 354336 39 28 28 29 25 38 27 26 32 29 40 35 41 37 31 45
Estrato 2 (pueblo B) 2715 4 41 49 25 10 30
Estrato 3 (pueblo C) 81412 15 30 32 21 20 34 7 11 24

Estimar el tiempo promedio que se ve television, en horas por semana, para (a) todos los
hogares del municipio y (b) todos los hogares en el pueblo B. En ambos casos fijar un limite
para el error de estimacion.

3. Estimar el nimero total de horas por semana que las familias del municipio dedican a ver
la television fijando un limite para el error de estimacion.

Comenzamos recopilando la informacidn necesaria para el problema en la tabla siguiente:

Estratos )
nl Sh Sh

h

=I
=

Nh

!

1 20 | 35,358 | 5,046 | 330 |155
2 8 23241115245 25,125 | 62
3 12| 87,636 | 9361 | 19 | 93
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En cuanto al primer apartado, podemos decir que la poblacion de hogares se ubica
en tres grupos naturales, dos pueblos y un area rural, de acuerdo con su localizacion
geografica. Por lo tanto, la poblacion dividida en tres estratos es bastante natural, lo que
lleva a que los elementos de cada estrato deben de presentar tendencias similares de
comportamiento entre ellos mismos (homogeneidad dentro). Se espera relativamente poca
variabilidad en el numero de horas que se ve la television en los hogares de cada grupo, lo
que hace aplicable el muestro estratificado. Por otro lado, los estratos son adecuados por
conveniencia administrativa para seleccionar las muestras y para ejecutar el trabajo de
campo. Ademads, la empresa publicitaria puede obtener estimaciones por separado del
numero promedio de horas que se ve la television en cada estrato.

Para estimar el promedio de horas por semana que se ve la television en todo el
municipio, utilizamos el estimador de la media estratificada:

3
X, =).W,x, =§33,9 +£25,125 NECRT =277
= 310 310 310

El error de esta estimacion sera:

. L gz 2 2 2
V(;Cw)=zpmz(1_fh)_h=(1_55) (l_ﬂj“ﬁ{ﬁj (I_EJ%{EJ (I_E) 876 197
‘ = n, 310 155) 20 \310 62) 8 310 93) 12

Un intervalo de confianza al 95% (A, = 2) sera el siguiente:

X, 2|V (X, ) =27,742,/197 =27,7+2,8

Por lo tanto, estimamos que el nimero promedio de horas que se ve la television en
los hogares del municipio es de 27,7 horas, con un error de muestreo de /1,97 = 1,4 horas y
un limite para el error de estimacion de +2,8 horas.

Las ocho observaciones del estrato relativo al pueblo B forman una muestra aleatoria
simple para la que podemos aplicar las férmulas del muestreo irrestricto aleatorio. Tenemos:

x,=25,125

. S? 82324

(z,) =0/, )-2{1__)_:25,5
? *n, 62) 8

X, 24V (X,) =25,125+10,1

Por lo tanto, estimamos que el nimero promedio de horas que se ve la television en
el pueblo B es de 25,5 horas, con un error de muestreo de /25,5 = 5,05 horas y un limite
para el error de estimacion de =10,1 horas. El limite del error de estimacion es mas grande

en este caso porque la variabilidad del estrato es grande y su tamafio es pequefio. Se observa
que la estimacidn en todo el municipio es buena, pero en el estrato 2 es peor.
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4.6.

El nimero total de horas estimado que las familias del municipio dedican a ver la
television sera:

X =Nx, =300(27,7) = 8587 horas
El error de esta estimacion sera:
v(X,)= NP (F,)=300(1.97) = 189278 56
Un intervalo de confianza al 95% (A, = 2) sera el siguiente:
X, #AyVIX, ) = 858722 ./189278,56 =8587870

Por lo tanto, estimamos que el nimero total de horas que se ve la television en los
hogares del municipio es de 8587 horas, con un error de muestreo de 4/189278,56 = 435
horas y un limite para el error de estimacion de =870 horas.

Cuando se estiman totales es conveniente relativizar los errores, para que sean mas
comprensibles. En nuestro caso, el error relativo sera:

A

[ vix, \/189278,56
CV(XS, )= 2100 8587’ 100 = 5%

Se trata de un error muy aceptable.

La empresa publicitaria del ejercicio anterior comprobd que cuesta mas obtener una
observacion del area rural que una del pueblo A o del B. El incremento es debido a los
costos de traslado de un hogar rural a otro. El costo por observacion en cada pueblo se ha
estimado en 9 euros (esto es, ¢; = ¢; =9), y los costos por observacion en el area rural se han
estimado en 16 euros (esto es, ¢; = 16). Las desviaciones estandar por estrato (aproximadas
por las varianzas muestrales de una encuesta previa) son 0, =5, 0, =15 y o0, =10. Halle

el tamafio de muestra total #» y los tamafios de muestra para los estratos n;, n, y n3, que
permiten a la empresa estimar, al minimo costo, el tiempo promedio que se ve television,
con un limite para el error de estimacion igual a 2 horas.

Supongamos que la firma publicitaria decide utilizar entrevistas por teléfono en lugar de
entrevistas personales, porque todos los hogares en el municipio tienen teléfono y este
método reduce los costos. El costo de obtener una observacion es entonces el mismo en los
tres estratos y la empresa desea estimar en este caso la media poblacional x4 con un limite
para el error de estimacion igual a 2 horas. Encuentre el tamafio aproximado de la muestra »
y los tamafios de muestra para los estratos n;, 7, y #s.

Supongamos ahora que la empresa publicitaria considera que las varianzas aproximadas que se
usaron en los ejemplos previos son erroneas y que las varianzas de los estratos son iguales. El
valor comun de o; fue aproximado por 10 en un estudio preliminar. Se van a efectuar entrevistas
por teléfono, por lo que los costos seran iguales en todos los estratos. L.a empresa desea estimar el
numero promedio de horas por semana que se ve la television en los hogares del municipio, con
un limite para el error de estimacion igual a 2 horas. Determine el tamafio de muestra y los
tamafios de estratos necesarios para lograr esta exactitud.
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En primer lugar observamos que, como el limite del error de estimacion es 2, tenemos:

A

2V(x,)=2=V(x,)=1

st

Como estamos en afijacién optima sin reposicion, el tamafio de muestra necesario
para cometer un error de muestreo unitario para estimar la media vendra dado por:

[st /WJ(ZWS o)

- b 2
V(xsl)+ N;thh

V)= (S S |- Smsi=

n\ =

Aproximando las cuasivarianzas por las desviaciones estandar por estrato tenemos
(los W, son los del problema anterior):

n=-~" bl =57,42 ~ 58

Ahora realizamos la afijacion optima como sigue:

n =58 N,o,/4C, 18
‘ N,0,/C, +N,o,/C, + N,o, /.JC,
n o=pe— RN NU”/V n, =58 N0, =23
! /— ’ N,0,/C, +N,o,/C, + N,o,/,C
ZNO/ 191 1 22 2 393 3
N.o,
n, =58 3 =17
’ N,o,/C, + N,o,/C, + N,o,/,C,

En caso de utilizar entrevista telefonica, los costes unitarios por estrato son iguales,
con lo que la afijacion optima coincide con la afijaciéon de minima varianza. En este caso, el
tamaflo de muestra para cometer un error de muestreo unitario sera:

L 2
[2s)
h=1 1 L
vix, )+ NZWhS,f

h=

L 2 1 &
W,,S,,j -—>W,S; =>n=
Nh:l

®
1l
<
—
=i
1
I |-
M

Aproximando las cuasivarianzas por las desviaciones estandar por estrato tenemos
(los W), son los del problema anterior):
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Una vez hallado el tamafio de muestra, realizamos la afijacion de minima varianza
como sigue:

N.o

n, =57 it =17

N,o, + N,o, + N,o,

N N

n, =n Lh#: n,=57- 1% =20

ZN o N,o, + N,o, + N,o,
. 57 N5, 20

n,=57- =
’ N,o, +N,o, + N,o,

Aunque el tamafio de muestra sigue siendo muy parecido al del apartado anterior, la
afijacion cambia, tomandose mas observaciones del area rural ya que ahora no tienen un
coste mas alto.

Si, ademas de utilizar costes unitarios, suponemos que la variabilidad en los estratos
es unitaria, podemos aproximar la afijacion Optima y la de minima varianza por la
proporcional, ya que en este caso coinciden las tres. Entonces, el tamafio de muestra para
cometer un error de muestreo unitario sera:

1 1) ZL:WhS:

ez=V()?_‘,,)=(——NJZW,1S;:>;1= h='1 .
n N Ve LS

h=1

Aproximando las cuasivarianzas por las desviaciones estandar por estrato, que son
todas iguales a 10 en este caso, tenemos (los 7, son los del problema anterior):

Una vez hallado el tamafio de muestra, realizamos la afijaciéon proporcional como
sigue:

n =kN, =0,245-155 =38

n, =kN, =0,245-93 = 23
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4.7.

Una empresa de publicidad quiere estimar la proporcion de hogares en un municipio donde
se ve cierto programa televisivo. El municipio tiene en total N = 310 hogares y es dividido
en tres estratos (pueblo A, pueblo B y un area rural) de tamafios 155, 62 y 93 hogares,
respectivamente. Datos de un estudio anterior indican que las proporciones de hogares donde
se ve el programa pueden estimarse por 0,80, 0,25 y 0,30, respectivamente, en cada estrato.
Ademas, el coste para obtener una observacion es de 9 unidades monetarias para cualquiera
de los pueblos y de 16 para el area rural. Hallar el tamafio de muestra » y su reparto entre los
estratos para estimar la proporcion poblacional de hogares donde se ve la television con un
limite para el error de estimacion igual a 0,1 y con un coste minimo.

Resolver el problema suponiendo que las entrevistas se realizan por teléfono.

Resolver el problema suponiendo que las entrevistas se realizan por teléfono y la proporcion
de hogares donde se ve el programa televisivo es similar en cada uno de los tres estratos.

Observamos que, como el limite del error de estimacién es 0,1, tenemos:
24P, =0,1= P, =0,0025

En la primera parte del problema se trata de buscar el tamafio de muestra necesario
para estimar la proporcion de hogares donde se ve el programa televisivo con un error de 0,1
y afijacion optima. Disponemos de los siguientes datos:

Estratos | Tamarios | c, ﬁ’h
1 N, =155 |9 [0.80
2 N,=62 |9 |0.25
3 N,=93 |16 | 0,50

Como estamos en afijacion Optima sin reposicion, el tamafio de muestra necesario
para cometer un error de muestreo unitario para estimar la proporcion vendra dado por:

e ) ) st B E L
i vis)e L3

n\ =

Aproximando las cuasivarianzas por f’h Qh = f’h a- f’h ) por estrato tenemos:

(2B e £ B 6

L 1 &N, s
V(x.v7)+N; ]\; R':Qh

=623 =64

Ahora realizamos la afijacion 6ptima como sigue:
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N PO 1\C )
N,/PQI/\/_+N,/PQZ/\/_+N,/PQ3/\/_
NP, 1C, o
n,=n-— =>yn, =63-

2 o, =1
ZN JBO, 1C, N RO I\C + N, [P0, /\C, + N, PO, /,C;
N,o,
n, =63:

NP, INC, + NP0, G+ N RO, IjC,

En caso de utilizar entrevista telefonica, los costes unitarios por estrato son iguales,
con lo que la afijacion optima coincide con la afijacion de minima varianza. En este caso, el
tamafio de muestra para cometer un error de muestreo unitario sera:

L 2
1(& 2 1 & (thShj
e =V(x5,)=—(Zthhj - >W,St=n= il I
oG Ve LS
h=1

Aproximando las cuasivarianzas por ﬁ’h Qh = ﬁ’h a- f’h ) por estrato tenemos:

L Nh —
[;NV th
AT

h=1

2

n=

= 61,08 ~62
$,0,

Una vez hallado el tamafio de muestra, realizamos la afijaciéon de minima varianza
como sigue:

n =62 1 PIQ] =29
1o =
N PO, +N,P0O, +N, PO,
n =n PQ;, 0. =62 N20'2 =12
h 5 -
ZN \JPth Nl\/PIQI +N2]:]/P2Q2 +N3 P3Q3
O.
n, =62 373 -1
NJPO, +N, PO, +N,|PO,

Aunque el tamafio de muestra sigue siendo muy parecido al del apartado anterior, la
afijacion cambia, tomandose mas observaciones del area rural ya que ahora no tienen un
coste mas alto.

Si, ademas de utilizar costes unitarios, suponemos que la variabilidad en los estratos
es constante (P, = 0,4 = o = PO, = Py(1-P;) = 0,24), podemos aproximar la afijacion
optima y la de minima varianza por la proporcional, ya que en este caso coinciden las tres.
Entonces, el tamafio de muestra para cometer un error de muestreo unitario sera:
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4.8.

Aproximando las cuasivarianzas por }A’h Qh = }A’h - f’h ) por estrato tenemos:

Una vez hallado el tamafio de muestra, realizamos la afijacion proporcional como
sigue:
n, =kN, =0,238-155=37
n, =kN, con k=%=%=0,238:> n, =kN, =0,238-62 =15
n, =kN, =0,238-93 = 22

Se trata de estimar el peso promedio de N = 90 conejos (N, = 50 machos y N, =40 hembras)
que han sido alimentados en cierta dieta. Los conejos se separan por sexo, por lo que el uso
de muestreo aleatorio estratificado con dos estratos parecid apropiado. Para aproximar la
variabilidad dentro de cada estrato, se peso el conejo mas pequefio y el mas grande en cada
estrato, y se hallé que la amplitud de variacion fue de 10 gramos para los machos y de 8 para
las hembras. ;Cual es el tamafio de muestra necesario para estimar el peso promedio
poblacional con un limite de 1 gramo para el error de estimacioén suponiendo que el costo de
muestreo fue el mismo para ambos estratos?

Si suponemos los pesos con una distribucion normal, la desviacion estandar en cada estrato puede
aproximarse por un cuarto de la amplitud de variacion, es decir, oy =10/4=2,5y o5 =8/4=2.

Como los costes de muestreo son similares en los estratos, es logico utilizar afijacion de
minima varianza (que coincide con la optima en este caso) y que siempre es mas eficiente que
la afijacion proporcional. En este caso, el tamafio de muestra para cometer un error de
muestreo unitario sera:

L 2
(£ J
_ 1 &
( Xy ) N Zl W
Aproximando las cuasivarianzas por las desviaciones estandar por estrato tenemos:

h
Zhe

2
)
n= =16,83 =17
IR P
(st) NZN h

h=1

2
e =V(x?,)=l(Zthhj -iithj —n=
n N3
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4.9.

Una vez hallado el tamafio de muestra, realizamos la afijacion de minima varianza
como sigue:

N
n =17- 19, =10
S LNhah . N,o, +]]\;202 + N0,
ZNhah nz =17 202 57
Al N,o, + N,o, + N,0,

Un mayorista del sector de la distribucion de comestibles en una gran ciudad desea saber si
la demanda es lo suficientemente grande para justificar la inclusion de un nuevo producto en
sus existencias. Para tomar la decision, planifica afiadir este producto a una muestra de los
almacenes a los que abastece para estimar el promedio de las ventas mensuales (variable X).
El distribuidor suministra Unicamente a cuatro grandes cadenas en la ciudad y, por
conveniencia administrativa, decide utilizar muestreo aleatorio estratificado tomando cada
cadena como un estrato. Hay 24 almacenes en el estrato 1, 36 en el estrato 2, 30 en el estrato
3y 30 en el estrato 4 (N; = 24, N, = 36, N; = 30, N, = 30 y N = 120). El distribuidor tiene
suficiente tiempo y dinero para obtener datos sobre ventas mensuales en una muestra de
tamafio » = 20 almacenes. Dado que no tiene informacion previa respecto a las varianzas de
los estratos y porque el coste del muestreo es el mismo en cada estrato, decide aplicar la
afijacion proporcional, con lo que el nuevo producto es introducido en cuatro almacenes
elegidos al azar de la cadena 1, seis almacenes de la cadena 2, y 5 almacenes de cada una de
las cadenas 3 y 4. Después de un mes, las ventas X presentan los resultados indicados en la
tabla siguiente:

Estrato 1 Estrato 2 Estrato 3 Estrato 4
94 91 108 92
90 99 96 110
102 93 100 94
110 105 93 91
111 93 113
101

Estimar las ventas promedio para el mes y fijar un limite para el error de estimacion.
Realizar la misma estimacion y calcular el error suponiendo que se realiza muestreo
aleatorio simple. Comentar los resultados.

Evidentemente, la afijacion proporcional nos lleva a seleccionar cuatro almacenes elegidos

al azar de la cadena 1, seis almacenes de la cadena 2, y 5 almacenes de cada una de las
cadenas 3 y 4, ya que:

n1=nﬂ =20ﬂ =4, n2=20£ =6, n3=20ﬂ =5,n4=203—0 =5
N 120 120 130 130

De la tabla de ventas se deducen los siguientes valores:
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Estratos — 1 17 I v
Medias (x,) 99 100 | 98 | 100
Cuasivarianzas (S’f) 78,67 | 55,6 1 39,5 [112,5

El estimador de la media sera:

L L N
X, =) W,x, =Y —x, =£99+£100+£98+£100=99,3
= o N 120 120 120 120

Como la afijacidn es proporcional, tenemos:

h=1

\ 1< g 1(&N, .Y 1 &N
Vix,)=—|>dW,S, | ——=>YWS =—| > L8, | ——> —=8; =293
)-2(Sms, | -y Tmsi -2 (T0Es, | -4 T hes:

Un intervalo de confianza al 95% para esta estimacion sera:

X, = 2P(%,) =993 = 2,/2,93 =993 + 3,4

Si hubiésemos considerado muestreo aleatorio simple, el estimador de la media seria:

_ 1
X =—
n

L
DX, =L 94490+ +91+113)=993
w20

Su error de muestreo estimado sera:

q2
S =(1-£) 29,8 =2,49

mfh(l_f)? 120" 20

Se observa que el error es menor en muestreo aleatorio simple con una ganancia en
precision dada por:

GP = 2,93 -1[100=17,67%
2,49

>

La razon de que el muestreo estratificado proporcional haya sido peor que el
aleatorio simple en un 17,67% radica en que las ventas varian fuertemente dentro de los
almacenes de las distintas cadenas que conforman los estratos. Si observamos los valores de
las cuasivarianzas en los distintos estratos vemos que varian mucho entre si. Este es un caso
tipico de mala aplicacion de la afijacion proporcional.

La posible solucién a este problema podria haber sido la estratificacion a partir de la
cantidad de ventas, esto es, ubicando los almacenes con ventas mensuales bajas en un estrato,
almacenes con ventas altas en otro, y asi sucesivamente. De esta forma se conseguirian estratos
muy homogéneos dentro de si y heterogéneos entre si, lo que disminuiria el error de estimacion y
aumentaria la ganancia en precision del muestreo estratificado respecto del aleatorio simple.
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4.10.

La consejeria de medio ambiente de una comunidad esta realizando un estudio del ntimero
de personas X que utiliza las instalaciones de campings publicos. La comunidad tiene dos
areas para acampar, una localizada en las montafias y otra localizada a lo largo de la costa.
La consejeria desea estimar el niimero promedio de personas por camping y la proporcion de
campings que albergan personas de fuera de la comunidad durante un particular fin de semana,
cuando se espera que todos los sitios estén ocupados. El nimero promedio de personas se va a
estimar con un limite de 1 para el error de estimacion, y la proporcion de personas de fuera
de la comunidad con un limite de 0,1. Las dos areas para acampar forman convenientemente
dos estratos, la localidad de la montafia como el estrato 1 y la localidad de la costa como el
estrato 2. Se sabe que &, = 120 campings para acampar y N, = 80. Encuentre el tamafio de
muestra y la asignacion necesarios para lograr estos dos limites. Se supone que la consejeria
de medio ambiente conoce por experiencia que la mayoria de los campings contienen de 1 a
9 personas y que los costes de muestreo son los mismos en cada estrato.

Como los costes de muestreo son constantes en los estratos, utlizaremos afijaciéon de minima
varianza (equivalente a la Optima en este caso). Ademas, como la desviacion tipica es
alrededor de 1/4 de la amplitud de variacion en una distribuciéon normal, podemos suponer
que su valor para el nimero de personas que ocupan los campings es constante en todos los
campings y con valor g; = (9 - 1)/4=2.

En primer lugar observamos que, como el limite del error de estimacion es 1

tenemos:
2V (x,)=1=7V(x,)=025

En afijacion proporcional, el tamafio de muestra necesario para cometer un error de
muestreo de 0,25 al estimar la media (promedio de personas por camping) podria estimarse
como sigue:

Aproximando las cuasivarianzas por las desviaciones estdndar por estrato, que son
todas iguales a 2 en este caso, tenemos:

Una vez hallado el tamafio de muestra (15 campings), realizamos la afijacion
proporcional como sigue:

15

n n, =kN, =0,075-120=9
n, =kN, con k=—=——=0,075=
h h 200

N n, =kN, =0,075-80 = 6

Se estudiaran entonces 9 campings localizados en las montafias y 6 en la costa.



180 Muestreo estadistico. Conceptos y problemas resueltos

En el caso de la estimacion de la proporcion de ocupantes de fuera de la comunidad,
no disponemos de estimaciones previas de las proporciones por estrato, lo que nos llevara a

considerar P, = P, = 0,5 para obtener el tamafio de muestra maximo posible cuyo valor en
afijacion proporcional sera:

Una vez hallado el tamafio de muestra, realizamos la afijacién proporcional como
sigue:

n, =kN, =0,335-120 = 40

n,=kN, con k=—=—+-=0,335=
N n, =kN, =0,238-62 =27

Se estudiaran entonces 40 campings localizados en las montafias y 27 en la costa.
Logicamente se obtienen tamafios de muestra muy altos ya que nos hemos situado en el caso
optimo de precision maxima.

4.11.  Determinar el tamafio » de la muestra estratificada que con afijacién de minima varianza
produzca la misma precision que una muestra aleatoria simple (no estratificada) de tamafio »’,
para estimar la proporcion P de una cierta clase en la poblacion. Suponer en ambos casos
muestreo con reposicion y aplicar el resultado a los datos de la tabla con #’=1000.

Estratos
I yii 117
/43 0,2 0,3 0,5
P, 0,5 0,6 0,4

Resolver el mismo problema para afijacion proporcional y comparar resultados realizando los
comentarios pertinentes.

Se trata de igualar la varianza del estimador de la proporcion en muestreo
estratificado con afijacion de minima varianza a la varianza del estimador de la proporcion
en el muestreo aleatorio simple en ambos casos con reposicion. Se tiene:

(ST

h=1

y VSTMV (P ) =

VAS ([3) = P—(ln_, )

n

Teniendo presente que P = 2. W,P,, se tiene el siguiente cuadro de datos:
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Estratos W, P, 1-P, w,P, JP,A=-P,) W, P,A-P,)

! 02 05 05 0,10 0,5 0,1
I 03 06 04 0,18 0,49 0,147
1l 0,5 04 0,6 0,20 0,49 0,245

iWhPh =48 iWh,/Ph (I-P,) = 0,492
h=1 h=1

Igualando las precisiones tenemos:

PU-P) _ PRl
.

h=1

VAS (ﬁ) = VSTMV (ﬁ) =

=
n

"'[,,Z_;W”Ph(l_mj 1000(0,492F

e _ -
P(1- P) 0,48(1 - 0,48)

Se obtiene un tamafio de muestra » = 970 en el muestreo estratificado con afijacion
de minima varianza, que es ligeramente inferior al tamafio necesario en muestreo aleatorio

simple »> = 1000. Existe entonces una ganancia en precision por utilizar muestreo
estratificado, pero es pequefia.

A continuacién se iguala la varianza del estimador de la proporcion en muestreo
estratificado con afijacion proporcional a la varianza del estimador de la proporcion en el
muestreo aleatorio simple, en ambos casos con reposicion. Se tiene:

3
w,P,(1-P,
n P(l—P) n ; h h( h)
Vas (P) = X Y Ve (P)=

Igualando las precisiones tenemos:

h=1

VAS([S) = VSTP(P) = =

n

3
n[;WhPh(l_Ph)j _1000(0242) _ .

P(1-P) ©0,48(1-0,48)

Se obtiene un tamafio de muestra » = 970 en el muestreo estratificado con afijacion
proporcional, que es ligeramente inferior al tamafio necesario en muestreo aleatorio simple
n’=1000. Existe entonces una ganancia en precision por utilizar muestreo estratificado, pero
es pequefia. Observamos que este tamafio de muestra con afijacion proporcional coincide
con el tamafio de muestra para afijacion de minima varianza, con lo que en este caso la
precision de ambos tipos de afijacion es similar. Esto es debido a que las variabilidades por

estrato /P, (1 - P,) son casi iguales (0,5, 0,49 y 0,49).
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4.12.

Se trata de estudiar el consumo anual de leche en una ciudad de 110000 habitantes. La
poblacién se divide en tres estratos por edades y se toman muestras aleatorias simples en
cada uno de ellos. Se tienen los siguientes datos para el consumo anual de leche en litros:

Estratos Tamafios Tamafios Media muestral Varianza
poblacionales muestrales  del consumo muestral
Menores de 25 afos 48000 1460 102,7 15876
Entre 25 y 50 afios 38000 1160 71,4 48841
Mas de 50 afios 24000 1730 73,2 23409

Estimar la cantidad total de leche consumida al afio entre los menores de 25 afios, indicando
el error de muestreo cometido, y calcular el tamafio muestral necesario para estimar el
consumo medio de leche al afio entre los mayores de 50 afios, con un error de muestreo de 5
litros al 95% de confianza. Realizar una estimacion por intervalos al 95% del consumo
medio anual de leche por habitante.

Supongamos ahora que se multiplica por tres el tamafio de la muestra. Realizar la nueva
afijacion por los diferentes métodos para elegir el mejor.

Si se quiere estimar la proporcion de personas entre 25 y 50 afios que estarian dispuestas a
comprar un producto lacteo de reciente aparicion, jcudl seria el tamafio muestral necesario
para estimar la proporcion de personas entre 25 y 50 afios que estarian dispuestas a comprar
un producto lacteo de reciente aparicion con un error de muestreo inferior al 5%? Comparar
el resultado anterior con el obtenido cuando existe un estudio piloto que sugiere que dicha
proporcion sera al menos del 60%.

Consideramos como variable X la cantidad de leche consumida anualmente por una persona.
La primera pregunta del problema pide estimar un total poblacional dentro del primer
estrato; por tanto, su estimador es el correspondiente a un muestreo aleatorio simple:

X, = N,%, =48000(102,7) = 4929600 litros

El error de muestreo estimado sera:

1460 15876
(-2 0

V(X 1-
(X)=( fl 48000° 1460

= 6(X,) =+/V(X,) =155857,578 litros

Par calcular el tamafio muestral necesario al estimar el consumo medio de leche en
el tercer estrato con un error de muestreo fijado de 5 litros, serd necesario un tamafio
muestral igual a:

AN
POeIN, + A2S?

_1,96°(24000)(23409)
57(24000) + 1,967 (23409)

n

=3128,25=3129

Para realizar la estimacion por intervalos al 95% del consumo medio anual de leche
por habitante en la ciudad, utilizaremos el estimador de la media global en el muestreo
estratificado y, por tanto, el intervalo de confianza sera:
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X, £2,0(x,)

L L
X, =YW, = iZthh __ ! (48000 %102,7 + 38000 * 71,4 + 24000 * 73,2) = 85,451
T NS 110000
L S ( 48000 jz ( 1460 ] 15876
o(x,) =D W 1= f,) == #| 1= * +
() \/; 3 fh)nh (110000 48000) 1460
38000 )’ 1160 ) 48841 ( 24000 )’ 1730 ) 23409
x| 1= % + #[ 1= * =273
110000 38000) 1160 (110000 24000) 1730
Entonces:

X, = 4,0(%,)=85451£196%2,73=[80,101; 90,801]
Si triplicamos el tamafio de la muestra, el nuevo valor sera 3(1460 + 1160 + 1730) =
13050 personas. A continuacion realizamos las distintas afijaciones entre los estratos de este
nuevo tamafio muestral.
Afijacion uniforme
Wy=1L=1/3, h=1,2,3 n=n,=n;=(1/L)n =13050/3 = 4350

Por tanto, de cada estrato se tomaria un muestra aleatoria simple de 4350 personas.

Afijacion proporcional

N
W, =" h=1,2,3
N

N
L= N, 2 28090 43050 _ 56945455 ~ 5695
N 110000
N
ny =2y 2 38990 13050 _ 45081818 ~ 4508
N 110000
N, 24000

13050 = 2847,2727 = 2847

n, =
N 110000
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L
ZNhSh = 48000415876 + 38000+/48841 + 24000~/23409 =18118000
h=1

_ 48000~+/15876

n
] 18118000

_ 38000v48841

n
: 18118000

2400023409

n,
’ 18118000

13050 = 4356,2424 = 4356

13050 = 6048,8961 = 6049

13050 = 2644,8615 = 2645

Como la afijacion de minima varianza siempre supera a las demaés, esta tltima es la
afijacion mas eficiente entre los estratos.

Para resolver el ultimo apartado utilizaremos muestreo aleatorio simple en el
segundo estrato.

El tamafio muestral necesario para conseguir un error inferior a 0,05 al estimar la
proporcion con un coeficiente de confianza del 95% sera una cantidad superior o igual a la
siguiente:

ZeN2pagy 1,967 (38000)(0,5)(0.5)
e (N, -1)+ A p,q, 0,052(37999)+1,96>(0,5)(0,5)

P3

=380,3251=381
Hemos supuesto que si no se tiene informacion sobre p, 0 g, tomamos p, = ¢, = 0,5,
que es la situacion de maxima variabilidad:

L 1.96(38000)(0.5)(0.5)
0,052(37999) + 1,962 (0,5)(0,5)

=380,3251=381

Si de la encuesta piloto se conoce que p, = 0,6, entonces tomaremos p> = 0,6 'y ¢»
=1-0,6=0,4 con lo que:

__ 1.96%(38000)(0.6)(0.4)
0,052(37999) + 1,967 (0,6)(0,4)

=365,2583 =366

Cuando no hay informacién sobe las proporciones poblaciones siempre nos situamos
en la peor de las situaciones para nosotros en términos de coste, es decir, el caso en que mas
tamafio muestral se va a necesitar; sin embargo ésta es la situacion de mas precision, es
decir, que lo que se pierde en términos de coste se gana en términos de precision.

Cualquier otro tamafio muestral obtenido para valores dados de la proporcion
poblacional distintos de 1/2 para cometer el mismo error de muestreo, sera siempre menor.
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14.13. o5 10000 trabajadores de una empresa fueron clasificados en tres grupos de edad,
seleccionandose una muestra aleatoria simple en cada uno de ellos. Se obtuvieron las
caracteristicas siguientes para los tres grupos:

Gruposde Numero total de Numero de  Salario mensual Salario mensual Numero de
edad trabajadores trabajadores Media muestral Desviacion tipica contratos inferiores
seleccionados muestral a 2 aflos
18-35 2900 666 120500 38000 375
36-50 4700 754 163000 35000 150
51-65 2400 580 195000 40000 90

Realizar una estimacion por intervalos al 99% de confianza para el salario total percibido por
los empleados mas jovenes. Hallar también la estimacion del salario mensual medio de los
diez mil trabajadores, asi como su error de muestreo. Hallar el reparto muestral mas eficiente
en los distintos grupos de edad para estimar el salario mensual medio.

Realizar una estimacion puntual de la proporcion de trabajadores de la empresa cuyo
contrato tiene una duracion inferior a los dos afios, indicando el error de muestreo cometido.
Calcular el nimero de trabajadores que seria necesario seleccionar para que el error de
muestreo no superase el 6% si se deseara estimar la proporcion de trabajadores con mas de
50 afios que padecieron enfermedades por no cumplirse las normas de seguridad e higiene en
sus puestos de trabajo.

Sea X el salario mensual de un trabajador. Para estimar el salario total repartido entre los

trabajadores mas jovenes mediante un intervalo de confianza, utilizaremos la expresion
correspondiente al muestreo aleatorio simple aplicada al primer estrato:

_ n S? — n S’
I, =|NX -4 /Nzl——'—l; NX, +4 ’Nzl——l—1
X, |: 1 1 a ]( Nl)n1 1 1 a 1( Nl)n]]

El intervalo de confianza sera entonces:

~[339799178,2; 359100821,8]

2
2900120500 = 2,575\/29002(1 - ﬁj 38220

2900

Para estimar el salario medio de todos los trabajadores utilizamos el estimador del
muestreo aleatorio estratificado:

L
X, =Y W,X, =0,29%120500 + 0,47 # 163000 + 0,24 195000 = 158355
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El error de muestreo de la estimacion anterior se calculara mediante:

. Lo, S,
6(X,) =JZ wr- 1)

n,
cuyo valor es:

2 2 2
0.20%[ 1- 666 38000 +047%[1- 754 35000 +0.2471- 580 ) 40000 _ 74985
2900) 666 4700) 754 2400, 580

La afijacién mas eficiente a realizar serad la de minima varianza, que siempre supera
en precision a las demas. Tenemos:

L
Z N,S, =2900=38000 + 4700 % 35000 + 2400 = 40000 = 370700000
h=1

2900 +38000

n, = 2000 = 594,5508 = 595
370700000

_ 470035000

n, = 2000 = 887,5101 = 887
370700000

_ 2400 % 40000

n, = 2000 =517,9390 = 518
370700000
Por tanto, el reparto muestral del enunciado no es el mas eficiente.

Para estimar la proporcion de trabajadores con contrato inferior a dos afios, debemos
obtener la estimacidon de la proporcion poblacional en un muestreo aleatorio estratificado

como sigue:

A L A
P, z wW,P,=0,29+0,5631+ 0,47 +0,1989 + 0,24 % 0,1552 = 0,2940
h=1

=0,5631, P, _150 01989, P, X 0152
754 580

w
~
(9,

é:

N
(@)

6

El error de muestreo de la estimacidn anterior sera:

A L N, -n ﬁQ
(A)'(Py)= WZ h h h<h
=[S e b0

n,
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4.14.

cuyo valor es:

047 024 2400-5800,1552:0,8448

=0,00¢&
2899 666 4699 754 2399 580

\/02@ 2900-6660,563104369 4700-7540,1989:08011

En el ultimo apartado hallamos el tamafio muestral necesario para estimar la
proporcion de trabajadores en el tercer estrato con un error de muestreo del 6%, que vendra
dado por:

o ANipg, 2575 %2400%0,5+0.5
YU (N, -1)+ Apyg,  0,06%(2399)+2,575% %0,5%0,5

ps3

=386,4730 =387

Hemos supuesto que p; = 0,5 puesto que no se tiene informacion anterior sobre la proporcion
de trabajadores de mas de 50 afios que padecieron enfermedades por motivos laborales.
Hemos llegado a que, para estimar esta proporcion con un error de muestreo no superior al 6%
habra que seleccionar al menos 387 trabajadores entre el grupo de los mayores de 50 afios.

Para estudiar el terreno agricola de una comarca se consideraron tres zonas segun su
localizacion geografica y en cada una de ellas, de forma independiente, se selecciond,
mediante un muestreo aleatorio simple, cierto numero de fincas. Se tiene la siguiente
informacion:

Zonas Numero total Numero de fincas Superficie media Desviacion tipica Numero de fincas
de fincas seleccionadas muestral (Ha) muestral (Ha) barbecho
A 3200 380 28 3.5 124
B 5600 800 15 6,7 250
C 1200 200 45 8 17

Estimar puntualmente la superficie total del terreno agricola en cada una de las zonas, asi
como su error de muestreo. Hallar los tamafios muestrales necesarios para realizar las
estimaciones anteriores con unos errores de muestreo estimados inferiores a 1000 Ha y un
coeficiente de confianza del 99%.

Realizar una estimacion por intervalos al 99% de confianza de la superficie media de las
fincas de la comarca y realizar la afijacion mas eficiente de la muestra anterior en las tres
zonas para realizar la estimacion de la superficie media.

Hallar también el tamafio muestral y la afijacion que se deberia haber realizado para estimar
del modo mas eficiente posible la superficie total del terreno agricola de la comarca con un
error de muestreo no superior a 1000 Ha y una confianza del 99%.

Estimar puntualmente el porcentaje global de fincas en barbecho y su error de muestreo.

Sea X la variable superficie de una finca de la comarca. Los estimadores dentro de cada zona
podrén obtenerse a través de las formulas del muestreo aleatorio simple y los globales a
partir de las del muestreo estratificado ya que las fincas de la comarca han sido divididas en
tres zonas o estratos, y en cada una de ellas se ha realizado un muestreo aleatorio simple de
forma independiente entre ellas.
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Los estimadores puntuales de la superficie total del terreno agricola en cada una de
las zonas se calculan mediante X, = N,X, y su error de muestreo se calcula mediante:

P S
G(Xh)= N;( _n_hj : ,h:17273
Nh }’lh

Tenemos los siguientes resultados:

X, = N,X, =3200+28 =89600 Ha

6(X,) = 32002[1—ﬁj 3,5 =539,35 Ha
3200 ) /380

X, =N,X, =5600+15 =84000 Ha

S(X,)=,[5600° o300 ) 67 ~1228,13 Ha
5600 ) /300

X, = N,X, =1200 = 45 = 54000 Ha

6(X,)= 12002(1—ﬁji=619,67 Ha
1200 ) \/200

Los tamafios muestrales necesarios para realizar las estimaciones anteriores con unos
errores de muestreo estimados inferiores a 1000 Ha y una confianza del 99% se calculan en

cada estrato mediante:

AN:S;
n,=—————,h=12,3
e, +N,A.S,

Para los distintos estratos tendremos:

2 2 2 2
n =000 #2375 #35° (661570 ~ 661
10007 +3200%2,5757 #3.5

2 2, 2
n, =000 #2ITS X677 _ 35001310 ~3501
10007 + 5600 2,575" #6,7

2 2 2
n, = 1300 *2,575 *82 _ = 404,8936 = 405
1000% +1200#2,575° %8
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Para realizar la estimacion por intervalos al 99% de la superficie media de las fincas
de la comarca, utilizaremos el estimador de la media global en el muestreo estratificado y,
por tanto, el intervalo de confianza sera:

fxr x A’(x OA—(E.W )

L
X, =) W,X,=032%28+0,56+15+0,12%45=22,76
h=1

L
N = ZNh =3200+ 5600 +1200 = 10000
h=1

N 32000 a0 380 4 igg
N 10000 N, 3200

NS00 ge s o 800 1409
N 10000 N, 5600
N

N 12000 gy o 200 G4
N 10000 , 1200

2
Si

n,

3 2
=J0,3f(1-o,1183 d

S5 ) (S 5 056(1-01429%7 +012(1-1667-5-
o(x_”)—\/;Wh (1-7,) a0 H056 (1-01429 <00 H012 (1 1667200—0,147

Entonces:
X, + A,0(x,)=2276+2,575%0,147 =[22,76 + 0,3805; 22,76 + 0,3805 | = [22,3795; 23,1405 |

La afijacién mas eficiente de la muestra anterior en las tres zonas para realizar la
estimacién de la superficie media sera la afijacién de minima varianza definida por:

NhSh

-
zNhSh
h=1

n, =

Tenemos:

L
3'N,S, =3200%3,5 + 5600 % 6,7 + 1200 % 8 = 58320

h=1
n =380+ 800 + 200 = 1380

La afijacion sera la siguiente:
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n = 3200%3.5 300 - 265,0205 ~ 265
58320

n, = MBSO = 887,8189 = 888
58320

; 1200%8
> 58320

1380 = 227,1605 = 227

En afijacién de minima varianza puede expresarse el tamafio muestral necesario para
estimar el total con un error de muestreo dado e, (1000 Ha) y un coeficiente de confianza
adicional P, (99% = A,=2,575) mediante:

ZL:st,f
h=l W NhSh _
n=e2L—h Wh=L— ,h—l,....,L
S+ 2N,S; > N,S,
A’(l h=1 i=1
w, = 3200535 1920
58320
w, = 2000267 6433
58320
w, = 120058 _ 1646
58320
3200°#3,57 | 5600’ #6,7°  1200° #8’
o 100020,1920 0,6433 0646 _ 5641070 - 6565

2 5752 +[3200*3752 +5600*6,72 +1200*82]

La afijacion de los 6565 elementos muestrales en cada zona puede realizarse
mediante:

n, =0,1920% 6565 =1260,48 =1261
n, =0,6433 6565 = 4223,36 =~ 4223

n, = 0,1646 %6565 =1080,599 = 1081
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Para estimar la proporcion de fincas dedicadas al barbecho, definimos:

h=1,2,3

1 sila finca idel estrato h se destina a barbecho
" 10 en caso contrario

La proporcion poblacional de fincas dedicadas al barbecho se estima mediante:

Lo L L , 124 250 17
P =Swp="1p 3154 -032-—""+0,56="—+0,12 =0,2896
w= 2 E =2, N 2 N 2 A 380 800 200

El error de muestreo de este estimador se puede aproximar mediante:

N, -n, PO,
W
k= S

n,

3200-3800,3263<0,6737 , 5600-8000,3125¢0,6875 1200-2000,085%0.915

oA(fjf) =\/ 032 ’ - +0,56 ’ ’ +0,12 —— =0,0011

3200-1 380 5600-1 800 1200-1 200

Un 28,96% de las fincas de la region estan en barbecho, siendo el error de muestreo

de esta estimacion 0,0011.

4.15. En una ciudad turistica de temporada con 10000 viviendas se desea conocer la proporcion de
viviendas en alquiler al menos una vez al afio. Para realizar el estudio, se selecciona en cada
uno de los tres barrios existentes una muestra aleatoria de viviendas de tamafio proporcional
al namero total de viviendas en cada uno. En el barrio A se seleccionaron 1050 viviendas, de
las cuales habia 800 en alquiler al menos un mes al afio. En el barrio B se eligieron 900
viviendas, de las cuales habia 600 en alquiler al menos un mes al afio. En el barrio C se
seleccionaron 1700 viviendas, de las cuales 1300 estaban en alquiler al menos un mes al afio.
Estimar la proporcién de apartamentos que estarian dispuestos a ser alquilados al menos una

vez al afio y cuantificar el error de muestreo cometido.

Para estimar la proporcion de viviendas en alquiler al menos una vez al afio, definimos:

h=1,2,3

{1 si la vivienda i del barrioo h se alquila al menos una vez al afio
hi

0 en caso contrario
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La proporcion de viviendas en alquiler al menos una vez al afio se estima mediante:

A L A LN, » L A 1 1
P =2Wh h =Z_P _ Zn_h h 050 800 900 600 700 1300 07397
P i N =R 3650 1050 3650 900 3650 1700
proporeional
o5y 289 6610, p ——ZA/Z _900 66667, B =13 4, =139 7647
n 5" 1050 n, 5 900 n, 5 1700
n=n; +ny,+n;=1050+900 + 1700 = 3650, N = 10000
Como la afijacion es proporcional:

N 1 1

=N _m 1050 10506600 - 2877
N 3650 3650
N

w, =N _m 900 990 45000 - 2466
N n 3650 3650
N,

w, =D L 1100y 170016000 - 4658
N n 3650 3650

El error de muestreo de este estimador se puede aproximar mediante:
_ ZL:WZ Nh - n, f)th
""" N, -1 n,
é(é,) =\/0,322 3200-3800,3263« 0,6737+ 056 5600-8000,3125« 0,6875+ 017 1200-2000,085+0.91 5=0’001]
' 3200-1 380 5600-1 800 1200-1 200

Un 28,96% de las fincas de la region esta en barbecho, siendo el error de muestreo
de esta estimacion 0,0011.

4.16. Una gran empresa sabe que el 40% de las cuentas que recibe es al por mayor y el 60% es al por
menor. Sin embargo, identificar las cuentas individuales sin consultar un archivo es complicado.
Un auditor desea muestrear » = 100 de sus cuentas para estimar la cantidad promedio de las
cuentas por cobrar de la empresa. Una muestra irrestricta aleatoria presenta 70% de cuentas al por
mayor y un 30% de cuentas al por menor. Los datos son separados en cuentas al por mayor y
cuentas al por menor después del muestreo, con los siguientes resultados en unidades monetarias:

Por mayor Por menor
=70 =30

y, =520 v, =280

S =210 S, =90

Estimar la cantidad promedio de las cuentas que recibe la empresa y fijar un limite para el error
de estimacion.
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4.17.

Como la proporcion observada de cuentas al por mayor (0,7) esta muy alejada de la proporcion
verdadera (0,4), la estratificacion después de seleccionar la muestra irrestricta aleatoria
(estratificacion a posteriori) puede ser adecuada, lo cual puede también ser justificado porque 7;
y np exceden de 20.

La cantidad promedio de cuentas que recibe la empresa se estima mediante:
L L N
X, =) WX, = Z#xh =0,4+520 + 0,6 * 280 =376

El error de muestreo de la estimacion anterior se calculara mediante:

57 - IS S
O(¥,) = \/ZW (-7,

h

cuyo valor, omitiendo la correccion por poblacidn finita, es:

2 2
\/0,42 2;8 +0,6° 9300 =14,07

El limite para el error de estimacion al 95% sera 20(x,, )= 28, con lo que un intervalo

de confianza al 95% para la estimacion de la cantidad promedio de cuentas que recibe la
empresa serd 376 = 28.

Un farmacéutico investiga el ingreso en caja obtenido por ventas a jubilados y al resto de sus
clientes. Observa que el ultimo mes ha vendido productos a 750 jubilados y 346 al resto de
sus clientes. Como los jubilados suelen tener tratamientos particulares propios de
enfermedades habituales en ellos, puede considerarse como un estrato homogéneo respecto
de los productos que consumen. Lo mismo ocurre con el resto de los clientes. Como llevaria
tiempo analizar cliente a cliente, se toma una muestra de 24 clientes y se estratifica a
posteriori en funcion de si se trata de jubilados o no. El ingreso neto en euros por cada
cliente de la muestra se presenta a continuacion:

Cliente | Ingreso | Cliente | Ingreso | Cliente | Ingreso
Jubilado | 271,3 | Normal | 173,69 | Jubilado | 277,67

Jubilado | 301,29 | Normal | 133,24 | Normal | 171,89
Normal | 163,17 | Jubilado | 2758 | Normal | 165,22
Normal | 141,72 | Normal | 246,48 | Jubilado 235

Jubilado | 367,94 | Normal | 176,7 | Normal | 181,2

Jubilado | 328,63 | Jubilado | 292,09 | Normal | 177,37
Normal | 179,7 | Normal | 187,52 | Normal | 161,37

Jubilado | 337,77 | Jubilado | 349,79 | Normal | 215,76

Realizar una estimacion del ingreso neto del farmacéutico y de su error de muestreo.
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Como estamos ante un proceso de postestratificacion, el nimero de jubilados y personas
normales muestreadas son variables aleatorias con 24 valores. La cantidad ingresada por el
farmacéutico se estima mediante:

L

X'= ZN,;)_ch =750%303728 + 346 %176,8 =288968,8 euros

h=1
La estimacion de la varianza se calculara mediante:

Py =

ZL:N'h S} + N(N—z_n)i S2(1- f£,)="71689746,68
h=1 n h=1

El error relativo de muestreo sera:

. 7168974668
Cu( Ry - NT1O89T4808 0 | 50,

2880688

b
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4.1.

4.2.

EJERCICIOS PROPUESTOS

Sea X la variable salario anual en millones de unidades monetarias. Al medir la variable X
sobre una poblacion de 870 personas se obtiene la siguiente distribucion de frecuencias:

Valores de X 2 3 4 7 10 12 16 20 25 30 35 50 60 100

Frecuencias (n;) 20 30 60 100 150 200 120 80 50 20 18 10 8 4

Con el objeto de establecer pautas para futuras encuestas de salarios se estratifica la poblacién
utilizando dos métodos diferentes de estratificacion. El método I consiste en realizar tres
estratos segun los criterios dados por 2 =X =7, 10 = X =25, 30 = X = 100. El método II
consiste en realizar tres estratos segun los criterios dados por 2 < X =< 10, 12 < X < 35,
50 = X = 100. Se pide lo siguiente:

1°) Suponiendo muestreo con reposicion y para un tamafio de muestra # = 100, realizar las
afijjaciones uniforme, proporcional y de minima varianza para los dos métodos de
estratificacion. Comentar los resultados. Elegir el mejor método de estratificacion y su tipo
de afijacion justificando la respuesta. Cuantificar la ganancia en precision para el método y
afijacion elegidos respecto del muestreo aleatorio simple con reposicion.

2°) Responder a las mismas cuestiones del apartado anterior suponiendo muestreo sin
reposicion. Comentar los resultados comparandolos con los del apartado anterior.

3°) Para la misma muestra de tamafio 100 realizar la afijacion optima para los dos métodos de
estratificacion, siendo los costes por unidad en cada estrato los siguientes: Cy; =1, Cy; =16, C3; =
25, Cn=4, C», =9y (5, =36, donde C;= Coste por unidad en el estrato i segiin el método de
estratificacion j. Considerar muestreo sin reposicion y con reposicién y comparar los resultados.
Para este tipo de afijacion ;cual es el mejor método de estratificacion? Razona la respuesta.

4°) En una encuesta de salarios posterior, ;,qué tamafio de muestra seria necesario para
conseguir un error de muestreo de 0,5 al estimar la media salarial sin reposicion y afijacion
de minima varianza? ;y si el muestreo es con reposicion? Comentar los resultados.

5°) En una encuesta de salarios posterior ;qué tamafio de muestra seria necesario para
conseguir un error relativo de muestreo del 15% al 95% de coeficiente de confianza (Ara
=1,96) al estimar el total salarial con reposicion y afijacidon proporcional. /Y si el muestreo
es sin reposicion? Comentar los resultados.

Se van a muestrear las familias de un pueblo para estimar la cantidad promedio de bienes por
familia que se pueden convertir en dinero efectivo rapidamente. Las familias se estratifican
en un estrato de renta alta y otro de renta baja. Se piensa que una casa en el estrato de renta
alta tiene cerca de nueve veces mas bienes que una casa en el estrato de renta baja, y se
espera que S, sea proporcional a la raiz cuadrada de la media del estrato. Se sabe que existen
4000 familias en el estrato de renta alta y 20000 familias en el estrato de renta baja. Se pide:

a) ;Cdémo se distribuiria de forma 6ptima entre los dos estratos una muestra de 1000 familias
extraida de la poblacién?

b) Si el objetivo es estimar la diferencia entre bienes por familia en ambos estratos ;como
debe distribuirse la muestra?
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4.3.

4.4.

Consideramos un proceso de muestreo estratificado con afijacion 6ptima en el que se define
la funcion de coste total C de la siguiente forma:

L
C=c,+ Zchvnh
h=1

donde ¢, representa un coste fijo dado y los ¢, son también conocidos y representan el coste
unitario en el estrato 42 (4 =1, 2, ..., L). Se pide:

1° Realizar la afijacion de minima varianza para un coste total C fijo al estimar la media
poblacional y hallar la expresion general que nos da la varianza minima.

2° Responder a las preguntas del apartado anterior considerando la extraccion de una
muestra estratificada de tamafio 1000 de una poblacion de tamafio 10000 con los datos que
se dan a continuaciéon. Comparar los resultados con los que se obtendrian para afijacion
optima con funcion de coste lineal y cuantificar la ganancia en precision. Comentar los
resultados.

Estrato Wi Sh Ch
1 0,4 4 1
2 0,3 5 2
3 0,3 6 3

Supongamos conocidos los siguientes datos de una poblacion dividida en tres estratos: S;; =9,
Sxn =225, 85, = 1600, N, = 1000, N, = 600, N;= 200, C,= 1000, C,= 1200 y C;=2000. Se pide
lo siguiente:

a) Determinar el coste de una muestra estratificada que proporciona un error relativo de
muestreo de 5% para estimar la media considerando afijaciones proporcional, de minima

varianza y dptima, respectivamente. Se sabe que X =22 y que la funcién de coste es lineal.
Comentar los resultados obtenidos para cada tipo de afijacion y justificarlos.

b) Contestar a las mismas cuestiones del apartado anterior, pero con reposicion, y comparar
los resultados con los obtenidos en el apartado a). Justificar los resultados y comprobar que
la afijaciéon optima y la de minima varianza coinciden para costes unitarios.
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8.
9.
10. Realizar la estimacion de varianzas.

11. Relacionar el muestreo sistematico con el muestreo por conglomerados.

OBJETIVOS
Presentar el concepto de muestreo sistematico.
Comprender las especificaciones del muestreo sistematico.
Analizar estimadores y errores en el muestreo sistematico.
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Analizar errores en funcion del coeficiente de correlacion intraestratal.
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Partimos de una poblacion de tamafio &, y agrupamos sus elementos en » zonas (filas) de
tamafio k (N = nk). Podriamos representar la poblacion como sigue:

ivjl 1 2 3 e ek
1 Uy Uy Uy SR VAR Uy
2 Uy Uy Uy coe Uy e Uy,
l U; U, Uz U, Uy
n unl un2 un3 u,y‘ uﬂk

A continuacién se numeran los elementos de la tabla anterior de izquierda a derecha
empezando por la primera unidad de la primera fila y pasando a la primera unidad de la fila
siguiente cuando se agota cualquier fila. Tendriamos la siguiente estructura:

i\j 1 2 3 S ek
u.
1 u] u2 u3 e j e uk
Ui Uin Uz ket Uk
3| Uy, Usir Uppis e Uy Uik
o Uik Yok YWaonres 70 Uanks 0 Uaonrek
o Ui Uenrsr Yook ™7 Yok " Wnmtyknk
_\f_/
Uy

Para extraer una muestra de tamafio » se elige al azar una unidad en la primera zona, y
para seleccionar las # — 1 unidades restantes para la muestra se toma en cada zona la unidad que
ocupa el mismo lugar dentro de su zona que el que ocupaba la primera unidad seleccionada dentro
de la primera zona. Por ejemplo, si la unidad seleccionada para la muestra al azar en la primera
zona es la tercera, se elegiran las » — 1 unidades restantes para la muestra tomando la tercera unidad
de cada zona. Las muestras sistematicas asi obtenidas (columnas de la tabla anterior) suelen
denominarse muestras I en k.

La probabilidad de seleccionar cualquier muestra sera la probabilidad de elegir la unidad
que la origina en la primera fila por muestreo aleatorio simple, es decir, 1/k. Por tanto, el muestreo
sistematico proporciona muestras equiprobables. Por otro lado, la probabilidad que tiene cualquier
unidad de la poblacion (de N unidades) de pertenecer a la muestra (de tamafio k) es &/N = k/nk =
1/m; por lo tanto, el muestreo sistematico es un tipo de muestreo con probabilidades iguales. Las
muestras del espacio muestral pueden representarse como sigue:
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(”1) = {“1 s Uik > u1+(n—1)k}
(”f) = {uj’uj+k ”j+(n—1)k}

(”k) = {”k sUjrps uk+(n—l)k}

El muestreo sistematico extiende la muestra a toda la poblacién, recoge el posible
efecto de estratificacion debido al orden en que figuran las unidades de la poblacion (cada
fila se puede considerar como un estrato), permite la consideracion de conglomerados en la
poblacién (cada columna se puede considerar como un conglomerado), es facil de aplicar y
comprobar, no presenta problemas de calculo algebraico y no precisa distincidon entre
reposicion y no reposicion. Ademas, si la disposicion de los elementos en la poblacion es
aleatoria, la seleccion sistematica equivale a un muestreo aleatorio simple. Por tltimo, el
error de muestreo suele ser menor que en muestreo aleatorio simple o incluso que en
estratificado.

Por otro lado, hay que tener presente la posibilidad de aumento de la varianza si
existe periodicidad en la poblacion y el problema tedrico que se presenta en la estimacion de
varianzas debido a que no hay independencia en la seleccion de unidades en las distintas
zonas, ya que la unidades extraidas en cada zona dependen de la seleccionada en la primera
zona. En general s6lo hay seleccion aleatoria para la primera unidad de la muestra.

Se utilizara el estimador lineal insesgado de Horwitz y Thompson porque el muestreo
sistematico es sin reposicion. En general sabemos que:

0, = Z— estima insesgadamente el parametro poblacional & = ZX

i

En muestreo sistematico la probabilidad 7 de seleccion de un elemento poblacional
cualquiera para la muestra sera igual a la probabilidad de que resulte elegida la zona que lo
contiene, esto es, ;i = 1/k = n/nk) = n/N, luego podemos utilizar la forma general del
estimador de Horwitz y Thompson para asegurar lo siguiente:

R n_ 1 Yz n__k
0 = ZZTJ estima insesgadamente el parametro poblacional € = ZZYU
A i

k

Si aplicamos la expresion anterior a las estimaciones del total, media, proporcién y
total de clase poblacionales, se obtienen los siguientes estimadores:
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n 1 n
Total—6=X =Y, =X, = X = ZZ gllf)(fzv.;iz;(y:wj

Z
Xy
n 1 1 n 3
Media— 6 = X:>Y ——:>X Zz_k ->'X, =%,
N <1 n3g
nk k
4;
. Aij R n 1 " 1< .
Proporcion— 60 = P =Y, =—:>P=ZZ— =—) A4, =P
nk = l nig ‘
k
A n A n 1 n
ij
Totaldeclase—>t9=X:>Ylj=Al.j:>A=ZZI:T=_1/fAy=N.; lAy=N])’
ioj=l = =l i=
k N

Hemos demostrado que un estimador lineal insesgado para la media poblacional es
la media de la muestra sistemdtica obtenida, para la proporcién poblacional es la
proporcion de la muestra sistematica, para el total poblacional es N veces el total de la

muestra sistematica, y para el total de clase es N veces el total de clase muestral. Es decir,
podemos escribir lo siguiente:

. Total—>)2'=N)_cj

e Media— X =X

* Proporcion — P = P,

e Total de clase — A = Nf’j

Varianzas de los estimadores

Definimos la cuasivarianza entre las k£ muestras posibles o cuasivarianza intermuestral como:
1 n_k 2
5 S
S, =—— E E —-X
J
k-15"%

y la cuasivarianza dentro de las muestras o cuasivarianza intramuestral como:

2

Si. = ZZ( %)

Con lo que la descomposicion de la suma de cuadrados para el analisis de la varianza
poblacional permite escribir lo siguiente:

n

S50, - 1) =531, -5 ) + 235, - XF = (VDS = (VS 1S,

i=1 =1 i=1 =l i=1 j=1

(N-1)S? (N-k)S2, (k=1)S7,
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A partir de la tabla del analisis de la varianza para la poblacion que se presenta a
continuacion, pueden calcularse los errores de los estimadores.

o Grados de Cuadrados
Fuente de variacion ) Sumas de cuadrados ]
libertad medios
n_k
Entre muestas k-1 Z z (f‘/ -X )2 S b2s
i
Dentro de muestras N-k Zn: Zk: (X i =% )2 S
i
Total kleN-b=N-1| 3Y(x,-%,) s?
i
A 2 n S 2
V) =V(F )=0-1)2 0 v =viNg, )= NV(E) = N2 (- )22

S

k 2 k
1y« ) (8) - 3 o] NS r] - -1 320 |
J
Un concepto interesante en muestreo sistematico es el coeficiente de correlacion
intramuestral p,, que mide la interrelacion entre las unidades dentro de las muestras. Logicamente,
esta interrelacion debe ser lo mas pequefia posible, ya que en el muestreo sistematico interesa la
heterogeneidad intramuestral, con la finalidad de que una unica muestra sistematica represente lo
mejor posible a toda la poblacion. Para que una muestra sistematica aspire a ser fiel espejo de toda
la poblacion ha de ser heterogénea, y la interrelacion entre sus unidades ha de ser baja. Por lo tanto,
inicialmente parece logico que interesen valores muy pequefios del coeficiente de correlacion
intramuestral. La expresion matematica de p,, es la siguiente:

222(}(,7 ~X)x, - X) 1 i

T iz T — ot = %ii()(” - )?) = varianza poblaciona

p w

La varianza de los estimadores puede expresarse en funcidon de p,. Para la media
tenemos:

V)= 2l =10, 1= Y2 S s -1,
' n N n
vy =v(Ng, )= N7(z,) = N2 {1+ (n-1)p, ]= NV =) [1+ (n=1)p, ]
n n

)= Lhn-p] A v i n-1)p,]

Seguin esta expresion, la precision del muestreo sistematico puede analizarse en funcidn
del coeficiente de correlacion intramuestral, de tal modo que la precision maxima se produce para
Po= —1/An-1), y la minima para p,,= 0, igualandose la precision del muestreo sistemdtico con la
del muestreo aleatorio simple para p,,= 0. De esta forma, para valores de p,entre —1/(n-1) y 0,
el muestreo sistematico es mas preciso que el aleatorio simple, y para valores de p,, entre 0y 1, el
muestreo sistematico es menos preciso que el aleatorio simple. Por lo tanto, en cuanto a
precision, convienen valores negativos del coeficiente de correlacion intraconglomerados 0.
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El muestreo sistematico se ide6 con la finalidad de mejorar el muestreo aleatorio simple.
Pero habra ocasiones en que esta mejora es maxima. Se demuestra que mientras mas supera
la cuasivarianza intramuestral § VZVS a la cuasivarianza poblacional S* el muestreo sistematico
mas gana en precision al aleatorio simple.

El parrafo anterior puede interpretarse diciendo que el muestreo sistematico es mas
preciso que el aleatorio simple cuando la variabilidad dentro de muestras es superior a la
variabilidad dentro de las unidades de la poblacion. La precision del muestreo sistematico
coincide con la del aleatorio simple cuando S”, = S, es decir, cuando la variabilidad dentro

de muestras es similar a la variabilidad dentro de las unidades de la poblacion, y esto se da
cuando la disposicion de los elementos en la poblacidn es aleatoria.

En el muestreo sistematico puede considerarse cada zona de k& elementos consecutivos a
partir del primero como un estrato; es decir, se puede dividir la poblacién en »n estratos
constituidos cada uno de ellos por una fila de la tabla (k unidades) del cuadro en que hemos
representado los elementos de la poblacion numerados consecutivamente.

1 Jj k
1 X, X; X,
2 Xk Xjrk Xivk

(xl-t-([—l)k'“ Xisli-k™" " Xha(i-1)k

N S P S AN

Obtener una muestra sistematica seria entonces equivalente a obtener una muestra
estratificada con una unidad por estrato. Debe tenerse en cuenta, sin embargo, que en el
muestreo estratificado aleatorio la seleccion se efectiia independientemente en cada estrato,
mientras que en el muestreo sistematico todos los elementos seleccionados ocupan el mismo
lugar o numero de orden dentro de cada zona de k& elementos, con la que no hay aleatoriedad
de seleccion. Ademas, seria conveniente que las » zonas sistematicas de k elementos cada
una (estratos) sean lo mas homogéneas posible dentro de ellas y heterogéneas entre ellas.
Esta clasificacion de los elementos de la poblacion en # filas de £ unidades cada una origina
la siguiente tabla del anélisis de la varianza poblacional:

L Grados de Cuadrados
Fuente devariacion ) Sumas de cuadrados ]
libertad medios
n k _ _
Entre estratos n-1 Z Z (X =X )2 S:
i J
n_k —
Dentro de estratos N-n z Z (X i =X ) S
i J
"k —
Total n=1+(N-n)=N -1 ZZ(X,,.-X/) s?
1 J
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Si definimos la cuasivarianza entre las » estratos posibles, o cuasivarianza interestratal
como:

1 n ko, _ 2
S}fss =EZZ(X1 - X)
o

y la cuasivarianza dentro de los estratos o cuasivarianza intraestratal como:

n k 2

1 _
Shum o 22, - X)

iJ

tenemos:

S, -xf =33k, X F+ SS(X -xf = (VoD = (V-2 (- DS,

i=l j=l il j=l i=l j=l

(N-Ds? (N=-n)Sy (n-D)Si
Tenemos entonces que la varianza de la media puede expresarse como:

V(ff)=V(fs,)=iWiV(@)=jZWﬁV(z)=i%(1 1) S—z——(l——stz

i i

N-n

2 1 n k - 2 , Swst
I T

(N-m)S;

wst

Si definimos ahora el coeficiente de correlacion intraestratal p,, como el
coeficiente de correlacion lineal entre las desviaciones respecto de las medias de los estratos
de todos los pares de valores que estan en la misma muestra sistematica, su expresion puede
calcularse de la siguiente forma:

222()( X Jx,-X.)

Jj i<z

! ]iz()(j -X,Jx,-X.)

Pt =

'zz( BT ) B

jll jll

(N-n)S2,,

Se demuestra que la varianza del estimador de la media en funcion de O, v S tiene la
forma siguiente:

V(X =v(z)- <1—f)%(1+(n—1)pw)

y lo mismo se calcularian las varianzas del resto de los estimadores en funcion del
coeficiente de correlacion intraestratal 0,
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La precisidon méaxima, que evidentemente se da cuando el error de muestreo es cero
(V(X;)=0), se produce si (n-1)pu = -1, luego se puede asegurar que la precision maxima
si:

1

V(x;)=0<p,, = T

La precision minima, que evidentemente se da cuando la varianza es maxima, se
produce si O,y = 1 (valor maximo de o, que sera el que efectivamente hace maxima V(X )),

luego se puede asegurar que PRECISION MINIMA < 0,,,= 1. Por otra parte:

S2
Pars=0= V() = (1= )=

con lo que el muestreo sistematico coincide en precision con el muestreo aleatorio estratificado
considerando seleccion aleatoria independiente en cada estrato. De esta forma, o, es en cierta
forma una medida de la falta de aleatoriedad en la seleccion de unidades para la muestra en
las distintas zonas sistematicas (filas o estratos).

No podemos decir que en muestreo sistematico haya un método directo para la estimacion de
varianzas a partir de una muestra sistematica. Tenemos las siguientes situaciones:

(. 2 2
a) Py proximo a cero 0 8° ;= S

Si el coeficiente de correlacion intramuestral se aproxima a cero puede suponerse la
poblacién aleatoria y si S, = S* la precision del aleatorio simple y el estratificado coinciden,
con lo que la estimacion de la varianza puede realizarse con la misma expresion que en
muestreo aleatorio simple, es decir:

A

7(x)=(1-f

. &2 . . . o
siendo S° la cuasivarianza de la muestra sistematica.

SA'Z
)._

b) Pus: proximo a cero

Si p.: se aproxima a cero se puede utilizar el muestreo sistematico como muestreo
estratificado considerando cada zona sistematica como un estrato y seleccionando una
muestra estratificada con una unidad por estrato. La razon de esta utilizacion es que la
precision del muestreo sistematico se iguala con la del muestreo aleatorio estratificado para
Pust = 0. En la practica, lo que se hace es mezclar, antes de la seleccion, las 2k unidades de
dos zonas en una unica zona, con lo que se transforman las » zonas de k£ unidades cada una
en n/2 zonas de 2k unidades cada una (si » es impar, para la zona que queda suelta se repite
aleatoriamente un elemento de la muestra). Con este modelo se transforman las » zonas de &
unidades en n/2 zonas de 2k unidades. Con ello se dispone de dos unidades muestrales por
zona. Aplicando las formulas de muestreo estratificado tendremos:

; 1- fh Sz 2(%)2(1_f)'(xm_;h2) /2=1;2f h('xhl_th)z

h
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¢) Ni py, ni Pus estdn proximos a cero

En este caso utilizaremos alguno de los métodos especiales generales para la estimacion de
varianzas. Concretamente podemos utilizar el método de las muestras interpenetrantes, que
se utiliza cuando tenemos un conjunto de dos o mas muestras, elegidas con el mismo
esquema de muestreo (independientes o no) y tales que cada una proporcione una estimacion
valida del parametro que se pretenda estimar con el mismo error de muestreo. Si las
muestras son independientes es facil obtener un estimador insesgado de la varianza del
estimador. Para aplicar el método de las muestras interpenetrantes al muestreo sistematico
supongamos que en vez de elegir una muestra sistematica de tamafio » para un solo valor j,
=< j=<k, es decir, con un solo arranque aleatorio, obtenemos ¢ muestras de tamafio n/t
utilizando 7 arranques aleatorios. Estas muestras pueden considerarse independientes, ya que
la eleccion del arranque es aleatoria en la primera zona sistematica.

Podemos formar un estimador combinado de la media poblacional basado en las
medias de las # muestras (cada media muestral es un estimador insesgado de la misma media
poblacional) definido como:

siendo el estimador insesgado de su varianza mediante la aplicacion del método de las
muestras interpenetrantes:

A 1 ! ! 1 !

Vix. —t)?,2=—[ X2 - f?j=— 32 -x2
( c) Z c t(t_l) Zl: i ZI: c l(t_l)zl:( i c)
La formula puede multiplicarse también por (1-f). En particular para ¢ = 2 tenemos:

2
— — — — \2 — — \2 = =
_ X, +X, N X, +X, _ X, +X, (xl—xz)
=—:>V(xc)=x12—(lT +X, - =

¢ 2 2 4

tt-1)

=

Se observa que al aumentar el numero de arranques aleatorios, manteniendo el mismo
tamafio de muestra, la precision obtenida se aproxima a la del muestreo aleatorio simple.

En el muestreo sistemdtico puede considerarse cada columna de » elementos como un
conglomerado; es decir, se puede dividir la poblacion en k conglomerados constituidos cada
uno de ellos por una columna de la tabla (» unidades). Obtener una muestra sistematica seria
entonces equivalente a obtener una muestra por conglomerados de tamafio 1.

1 k
1 X, X,
2 Xivk Xirk

I Xy Xrea(i-1)k

n x1+(n—1)k xk+(n—l)k
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5.1.

PROBLEMAS RESUELTOS

En un proceso de fabricacion de automoviles se trata de analizar la produccién de piezas
en serie de trece robots. Para ello se controlaron las piezas producidas por los trece
robots en la primera hora de su funcionamiento y se obtuvo la siguiente distribucion:

N°de robot |1|2|3|4|5|6|7|8|9|10|11|12|13
N°depiezasproducidas|5|5|4|2|5|4|5|4|3|4|4|3|2

Con la finalidad de estimar el numero de piezas defectuosas en el proceso de
fabricacion, se realiza un muestreo sistematico 1 en 5, es decir, se selecciona una de
cada cinco piezas empezando por la primera pieza del primer robot hasta que se agoten
sus piezas, para pasar a continuacion a la primera pieza del segundo robot hasta que se
agoten sus piezas, y asi sucesivamente hasta que se agoten todas las piezas de todos los
robots. Suponiendo que la primera pieza producida por cada robot es defectuosa y que
todas las demas son correctas, se pide lo siguiente:

a) Calcular la varianza del estimador de la proporcion de piezas defectuosas producidas
por los robots y el valor del coeficiente de correlacion intramuestral. ;Existira ganancia
en precision respecto de un muestreo irrestricto aleatorio con fraccion de muestreo del
20%? (Por qué? Cuantificarla. Realizar la tabla del analisis de la varianza para la
produccion total.

b) Estimar la varianza para cada muestra sistematica posible segin nuestro
procedimiento de muestreo. ;Con qué muestra sistematica nos quedaremos que
represente mejor a toda la produccion? ;Existird ganancia en precision si se estiman las
varianzas utilizando estratificacion? Dar la estimacién de la proporcion de piezas
defectuosas producidas por los robots.

Si definimos una variable dicotomica 4 a la que asignamos el valor 1 para las piezas
defectuosas y el valor 0 para las piezas correctas, y clasificamos las 50 piezas en 10 filas de
5 piezas cada una (muestreo sistematico 1 en 5) siguiendo el orden del enunciado del
problema, tendremos la tabla de la Figura 5-1.

A continuacidn, se construye la tabla del andlisis de la varianza para la poblacion
(produccién total) utilizando Excel. Como estamos clasificando los datos en 5 grupos
(columnas), utilizaremos una variable G, que clasificara los valores de 4 (ceros o unos) por
grupos (por columnas). Introducimos los valores de G en columnas de la hoja de célculo de
Excel y elegimos Anadalisis de la varianza de un factor en la opcion Andlisis de datos del
menu Herramientas, rellenando su pantalla de entrada como se indica en la Figura 5-2. La
Figura 5-3 presenta los resultados.
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1 0 0 0 0 1/5
1 0 0 0 0 1/5
1 0 0 0 1 2/5
0 1 0 0 0 1/5
0 1 0 0 0 1/5
1 0 0 0 0 1/5
1 0 0 0 1 2/5
0 0 1 0 0 1/5
0 1 0 0 0 1/5
1 0 0 1 0 2/5
6/10 3/10 1/10 1/10 2/10|13/50
Figura 5-1
A E < D [ E | Analisis de varianza de un factor
1 [G1 G2 G3 G4 Ga Entradt
2 1 0 0 0 ] | S
3 1 0 0 0 pfl | Renoo de entrada $a314E$11 Y @
4 1 a a a M | Aogrupadao por: ® Colurnnas cancelar
& 1} 1 1} 1} 0 " Fias Ayuda
| 6 | o 1 o o 0 v Rdtulos en la primera fila
7 1 0 0 0 0
- : |o,05
8 1 0 0 0 |
= 0 0 1 0 0 QOpciones de salida
10 1} 1 1} 1} 0 ) =
11 1 il il 1 D_ ® Rango de salida: $G$1 3
12 " En una hoja nueva;
13 " En un libro nuevo
14
Figura 5-2
G I H | J K L i
1 |Analisis de varianza de un factar
2
3 RESUMEN
4 Grunos Cuenia Suma Promedio \arianza
5 |G1 10 B 0,6 0,266B67
6 |G2 10 & 0,3 0,233333
7 |G3 10 1 0.1 0,1
B G4 10 1 01 01
9 G5 10 2 0,2 0177778
10
11
12 |ANALISIS DE VARIANZA
13 Origen de las variaciones  Suma de cuadrados Grados de fiberad Promedio de o5 cuadrados F Probabiidad Valor critico para F
14 |Entre grupos 1.72 4 0,43 2449367 005972034 2578737224
18 | Dentro de los grupos 78 48 0,1755558558
18
17 | Total 9,52 44
18
Figura 5-3

Con la notacion que utilizamos habitualmente, la tabla ANOVA sera:

Grados de Cuadrados
Fuente Sumas de cuadrados
libertad medios

Entre k-1=5-1=4 Z (v, - Xf =172 | 52 =1,72/4=0,43

(o, =%, 0 =79 | $2 =7,9/45-0,1755

Total | N-1=50-1=49 | > 3 (X, - X,)=9.62 | §* =9,62/49=0,1963

k
2
J
k
Dentro | N ~k=50-5=45| 33
3
2
J
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Conocida esta tabla, pueden realizarse ya todos los calculos. La varianza del
estimador de la proporcidn puede calcularse como:

. . n)S2 S? 1.0,43
V(IP)=VI|P. |=|1-— |22 (1= 7)== 1-—)=2==0,0344
) (‘,)( NJ (1-7)72=a-928 -,

n n -
La varianza para el estimador del total de clase sera:

2
V(A)= V(sz“;. )= NV (P)=N*(1- f)i =502 % 0,0344 = 86

Del valor de la varianza puede deducirse el valor del coeficiente de correlacion
2

intramuestral a través de la formula V(X ) = a—(l +(n-1)p, ). Tendremos:
’ n

£0,1963

0,0344 = SOT(I +(10-1)p,) = p, = 0,0875

Se observa un valor de p,, muy cercano a cero, lo que indica que el muestreo sistematico
va a tener una precision muy cercana a la del aleatorio simple en la estimacion de la proporcion de
piezas defectuosas. Esto concuerda con el hecho de que S* y S°, también tienen valores muy
cercanos. Concretamente S° = 0,1963 > §°,, = 0,1755, lo que indica que es mas preciso el muestreo
aleatorio simple. La varianza del estimador de la proporcion en el muestreo aleatorio simple es
(1-1/5)0,1963/10 = 0,0157, lo que indica que la ganancia en precision del aleatorio simple sera
(0,0344 -0,0157)/0,0344 = 54,3%.

Dado el valor del coeficiente de correlacion intramuestral, muy cercano a cero, podemos
estimar varianzas mediante la formula del muestreo aleatorio simple. Se tiene:

>

. 6 (1_6j
PB)=-1)2 < (1- 1) 2 =[l—1]10110=00213

n n-1

" n-1 U 5) 10-
1 (1 1)
. 2 2O 110, 10
Pp )i A2 o= AB% (D)9 106008
L (e )

o)
e §2 565 AT
4 s)=(1—f)i=(l—f)P5Q5 =(l—;jmm_llo=o,o14z

Segun estos resultados la muestras mas precisas son la tercera y la cuarta.
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También podemos estimar la varianza a partir del muestreo estratificado, agrupando
las 10 filas (estratos) de la poblacién en grupos de 2, y considerando cada dos filas como un
estrato del que seleccionamos dos unidades para la muestra. Tendremos:

1?(131)=1‘2f22:(x,ﬂ-xh2)2_1102[(1 D? 4+ (1=0) +(0—1)* +(1-0)> +(0~1)*|= 0,032

n h

(8- 30 ) =222 007 1017 +1-07 +0-07 +1-07]= 0024
n h

P(B,)=0,0080-1)* = 0,008 = V(P4) P(B,)=0.00§(1- 0y + (1-0)2]= 0,016

Las mejores muestras segun el método del muestreo estratificado también resultan ser
la tercera y la cuarta, y ademas coinciden en varianza con el método anterior. Para las restantes
muestras se observa ganancia en precision del método de estimacion utilizando la formula del
muestreo aleatorio simple. La proporc1on estimada de piezas defectuosas producidas sera la

derivada de la 3* 0 4* muestra, esto es: pP= P P =1/10; es decir que se estima un 10%
de produccion defectuosa.

5.2. En una poblacion de 8 tipos de maletines de herramientas medimos el nimero de elementos
importantes que faltan para considerarse de primera calidad:

Se realiza muestreo sistematico 1 en 2 y se pide:

a) Calcular las varianzas de los estimadores insesgados del total y de la media de elementos
importantes ausentes en los maletines. Utilizar adicionalmente la relacion entre muestreo
sistematico y estratificado.

b) Estimar dichas varianzas y comparar la precision de este tipo de muestreo con la del muestreo
aleatorio simple. Seleccionar la muestra mas precisa.

Como se trata de un muestreo sistematico 1 en 2 y N = 8, habrd dos muestras
sistematicas posibles de tamafio 4 (columnas). Dividiremos entonces la poblacién en 4 zonas
(filas) de 2 elementos cada una de la forma:

. ii(fj-)?)2=4[(3-375) +(45-375) =45

3,5 3

i(X.‘ ~x3) =(1=3F +(5-3) +..+(6-45) +(7-4,5* =27

~N N D W
(V)]

4,5
45 3.7 ii(x,.j - X)) =(1-3,75) +(5-3,75) +..+(7-3,75)* =31,5

[ONTI NS T S A

Hemos creado un cuadro con las muestras sistematicas como columnas, colocando
una fila adicional inferior con las medias de las columnas y una columna adicional a la derecha
con las medias de las filas.
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A continuacion, se construye la tabla del andlisis de la varianza para la poblacion
utilizando Excel. Como estamos clasificando los datos en 2 grupos (columnas), utilizaremos las
variables M, y M,, que recogen los valores de las dos columnas. A continuacion elegimos Andlisis
de la varianza de un factor en la opcion Andlisis de datos del menu Herramientas, rellenando su
pantalla de entrada como se indica en la Figura 5-4. La Figura 5-5 presenta los resultados.

wm
E_I] Archivo  Edicion  Mer Insertar FEormato  Herramientas Dakos  Yeptana 7
REEAE RENRET R NS A RN R Ao - -
D1 - A
A | B | C D E F G
1|1 M2 Ana de varianza de
2 i c Ertrad
3 5 2 ntrada )
4 | 4 5 Rango de entrada $051:$645
E 2 7 Agrupado por: &) Columnas m]
7 e Oas
B_ Rétulos en la primera Fila
En lfa;
|10 |
11| Opriones de salida
[12] @ Rango de salida: sosl [
% 2 En una hoja nueva: l:l
? ) En un libro nuevo
|1E |
Figura 5-4
B3 Microsoft Excel - Libro1
@_] Archivo  Edicisn  Wer  Insertar  Formato  Herramientas Datos  Ventana 7 Escriba una pregunta o B
NG 3] % B S e B e B -0 o NKS|IEEE| €55 A
G19 - x
D [ E [ F \ G [ H ] I | J 3
| 1 |Analisis de varianza de un factar
2
| 3 |RESUMEN
4 Grpos Cuenta Suma FPromedio Varanza
| 5 |M1 4 12 3| 333333333
6 (M2 4 15 45 5 bEGERGRT
L7
8
9 |ANALISIS DE WARIANIA
10| Onigen de las varaciones Suma de cuadrados | Grados de libertad | Promedio de los cuadrados F FProbabilidad | Walor chitico para F
| 11 |Entre grupos 445 1 45 1 0355917684 5987377584
| 12 |Dentro de los grupos 27 [} 45
13
14 |Total A 7
15
16|
17 v
{74 » MM Hojal / Hola2 { Hojad / 3 [}
Lista MUM
Figura 5-5
Mediante Excel se ha hallado la siguiente tabla del analisis de la varianza:
o, Grados de Cuadrados
Fuente de variacion ) Sumas de cuadrados ]
libertad medios
n_ _k
= v 2
Entre muestras k-1=2-1=1 ZZ(x,.—X)Z=4,5 S, =45/1=45
i

n k
Dentro de muestras | N -k =8-2=6 ZZ(X,-]-—??,-)Z=27 S2 =27/6=45
T

ws

Total Nol=8-1=7 |33 (x, - X,)=315 | §* =31.5/7 =45
]

Conocida esta tabla pueden realizarse ya todos los calculos.
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(3-3.75) +(3.5-3,75)" |= 05625

N | —

2~ _ 1¢& —
VX)=V(x,) =;Z(xj -X)* =
j
La varianza del estimador de la media también puede calcularse como:

V()L()=V(i,) (l——js—’i=(l—f)s”2‘ (1—1)£=05625
N) n n

La varianza para el estimador del total sera:

2

V() =V(NE, )= NV (E,) = N2 (1- f) — 80,5625 =36

El célculo de la varianza también puede realizarse a través del valor del coeficiente de
2

correlacion intramuestral como V' (x ) = g (1+(m-1)p,). Tenemos:
: n

233, Xy, -%) 233(x, - ¥)x,-¥]
0, =—1i= - = -0,14285
v N(n-1)o (N -1)(n-1)S>

Tendremos entonces:

z45

V(x, )——(1+(n np,) =2

Ahora surge el problema de estimar las varianzas. Para ello observamos en primer
lugar que S%,, = 4,5 = % por lo que la precision en muestreo aleatorio simple coincide con la
precision del muestreo sistematico, y podremos utilizar la formula del muestreo aleatorio
simple para estimar varianzas. Por otra parte, el valor del coeficiente de correlacion
intramuestral p,, indica que la precision del muestreo sistematico es buena, ya que éste es
muy bajo y ademas es negativo. Al ser negativo vemos que no existe interrelacion dentro de
las muestras, esto es, que las muestras tienden a ser heterogéneas dentro de si, lo cual es muy
conveniente en muestreo sistematico a la vista de que la muestra ha de representar fielmente
a toda una poblacidn que se supone heterogénea.

Para estimar la varianza de la media podemos utilizar la féormula del muestreo
aleatorio simple, ya que en este problema coincide en precision con el sistematico.
Tendremos los siguientes resultados para cada una de las dos muestras:

V(x)=(-1) ﬁ-(p%j(;[(l —3) +(5-37 +(4-3) +(2-3)2]/4j =041

Ax2)=(1-f)g—nz [1-5j(3[(3 45) +(2-45) +(6-45) +(7-45) ]/j 0,71

La mejor muestra sistematica resulta ser la primera, pues es la que presenta menor
varianza.

También podemos tratar este problema desde el enfoque de la equivalencia entre
muestreo estratificado y muestreo sistematico.
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Consideramos ahora cada una de las 4 zonas (filas) como un estrato de 2 unidades.
Tenemos entonces dividida la poblacion en 4 estratos de 2 unidades cada uno, de modo que
la muestra sistematica consta de una unidad por estrato, que de forma general no es elegida
aleatoriamente dentro del mismo. Esta clasificacion de los elementos de la poblacién en 4
filas de 2 unidades cada una origina una tabla del analisis de la varianza para la poblacién
que puede calcularse a través de Excel. Como estamos clasificando los datos en 4 filas (estratos),
utilizaremos las variables M, a Ms, que recogen los valores de las cuatro filas. A continuacidn
elegimos Andlisis de la varianza de un factor en la opcion Andlisis de datos del ment
Herramientas, rellenando su pantalla de entrada como se indica en la Figura 5-6. La Figura 5-7
presenta los resultados.

=]

@_] frchivo  Edicidn  Wer Insertar  Formato  Herramisntas  Datos  Wentana 7 Esctiba una pregunta

- x
RN = NEVIE T SN - A RN 2 AL N o in & s = - h-A-
AT - f
A [ 8 [T ¢ ] D [ E [ F [ G | I a8
5 2 RESUMEN ]
4 Grupos Cuenta Suma Fromedio Varianza
2 7 M1 4 12 3 3,33333333
M2 4 13 45 5,6b66E667

2]
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Figura 5-6

17 |Analisis de varianza de un factor

19 |RESUMEN
20 Grupos Cugnta Suma Promedio \Varianza
21 |M3
22 |4
23 M5
24 |MB

7 35 45

B2 R RO D

9 45 125

27 |ANALISIS DE WARIANZA,

28 Drigen de las varacione:  Suma de cuadrados Grados de fbertad medio de los cuadrad F Probabilidad | Valor critico para F
|29 |Entre grupos 105 3 35 0 pBEGEEEEY 0615095821 5,591382117
|30 |Dentra de los grupos 21 4 525

32 [Total HE 7

Figura 5-7
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La tabla del analisis de la varianza por estratos es entonces la siguiente:

o Grados de Cuadrados
Fuentede variacion ) Sumas de cuadrados ]
libertad medios

Entre estratos n-1=4-1=3 zn: k ()?,—)?)2=10,5 S;, =105/3=35
(x,-x)=21|s

wst

<

Dentro de estratos | N-n=8-4=4 =21/4=5,25

Total N-1=8-1=7 (x,-X,)=315] 52 =315/7=-45

~M= -™M
\.M»\_M» <

Zi()‘( _xf - kkz()z X[ =d2-375 +(35-379 +(5-375 +(45-379?]=105

Zi(x/ CXf 2(1-2P 4 (=27 +(5-35) + (2357 +(4=57 +(6-5F +(2—45F +(1-45) =21

A partir de esta equivalencia entre muestreo estratificado y muestreo sistematico
podemos hallar la varianza del estimador de la media de la siguiente forma:

5,25

A 2
V(X)=V()?j)=(1—f)h=[1—lj = 0,65625
n 2
Se observa que ahora la varianza es ligeramente superior al caso en que no se
consideraba estratificacion. Ello es debido a que la seleccion de la unidad por estrato para la
muestra no es aleatoria salvo en el primer estrato. Una medida de esa falta de aleatoriedad la
proporciona el coeficiente de correlacion p,, cuyo valor se calcula como:

ii(Xz/ _)_(i Xz_/ _)_(z)
B Y 4'3.1‘5’25((1 ~2)(5-35)+(1-2)A=5)+..+(6-5)(7-45)) = 0,047

wst

El valor de p,g €s negativo y muy pequefio, lo que indica que la falta de aleatoriedad
en la seleccion de una unidad por estrato no es muy elevada. Para calcular el valor correcto
de la varianza del estimador de la media considerando la falta de aleatoriedad se utiliza la
siguiente expresion en funcion de p:

2

2 S
VR, =V(E,) = (1= N2 (14 (1-Dp,,) = (1-03 225

4

(1-(4-1)0,047) = 0,56

Se observa que ahora ya coincide la varianza con la calculada sin estratificar.

También podemos estimar la varianza a partir del muestreo estratificado, agrupando
las 4 filas (estratos) de la poblacion en grupos de 2, y considerando cada dos filas como un
estrato del que seleccionamos dos unidades para la muestra. Tendremos:
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5.3.

3
Estrato 1

Estrato 2

1
.
4 6
> 5

=
=l
I
T
\

(

o
=

=

=

)y = 1‘4?’5 [(1 -5 +(4- 2)2]= 0,625

S

P(z,)= 1=

~
&‘MN\E l‘F4N\:

(

(S}

=

=
=
e}

y ! ‘4?’5 [3-2)* +(6-7)*]=0.0625

S

Por esta via la menor varianza la presenta la segunda muestra.

La tabla del analisis de la varianza en el caso de estratificacion es esencial en estos
problemas, ya que proporciona practicamente toda la informacidn para realizar calculos.

Una manzana de casas de una ciudad contiene 36 hogares numerados del 1 al 36. Los
hogares con ingresos mensuales superiores a 1500 euros son los que tienen los numeros 3,
5-7,11-13, 15-16, 20- 22, 25-26, 28 y 30-34.

1°) Se trata de estimar la proporcion de hogares con sueldo mensual superior a 1500 euros
utilizando muestreo sistematico. Comparar la precision de una muestra sistematica 1 en 4
con una muestra aleatoria simple del mismo tamafio para estimar la proporcion de hogares
con sueldo mensual superior a 1500 euros. Justificar la respuesta en funcion del valor del
coeficiente de correlacion intramuestral y en funcion de la cuasivarianza intramuestral.

2°) Hallar el tamafio de muestra necesario para estimar la proporcion de viviendas en las que los
ingresos mensuales son superiores a 1500 euros para un error de muestreo de 16 centésimas.
Hallar ese mismo tamafio para muestreo aleatorio simple y comentar el resultado.

Si definimos una variable dicotomica 4 a la que asignamos el valor 1 para los hogares en
que los ingresos mensuales superan los 1500 euros y el valor 0 para el resto de los hogares, y
clasificamos los 36 hogares en 9 filas de 4 viviendas cada una (muestreo sistematico 1 en 4)
siguiendo el orden del enunciado del problema, tendremos la siguiente tabla:

0 0 1 0 [1/4
1 1 1 0 |3/4
0 0 1 1 |1/2
1 0 1 1 |3/4
0 0 0 1 |1/4
1 1 0 0 |1/2
1 1 0 1 [3/4
0 1 1 1 |3/4
1 1 0 0 [1/2
5/9 5/9 5/9 5/9(5/9

Para calcular la varianza del estimador sistematico de la proporcién hacemos:
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2 2 2 2
el o o

También podemos calcular la varianza del estimador de la proporcion como:

A 15~ 20(, 20) 1(54 54 54 54
V(IP)=PO-—>» PO, =—|1-— |-—| =—4+=—+=—+=——=1|=0
(F)=FQ kEZJQ’ [ .%j 4[99 99 99 9 j

A continuacidn, se construye la tabla del andlisis de la varianza para la poblacion
(produccién total) utilizando Excel. Como estamos clasificando los datos en 4 grupos
(columnas), utilizaremos una variable G, que clasificara los valores de 4 (ceros o unos) por
grupos (por columnas). Introducimos los valores de G en columnas de la hoja de célculo de
Excel y elegimos Andlisis de la varianza de un factor en la opcion Andlisis de datos del
menu Herramientas, rellenando su pantalla de entrada como se indica en la Figura 5-8. La
Figura 5-9 presenta los resultados.

@_1 Archivo  Edicion  Wer Insertar Formato  Herramientas Dakos  Yentana 7
E i S ) S B e oo B @ [ o N & s ==
F1 - A
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;— il o 52 o CE i G o Andlisis de varianza de un factor
3 1 1 1 ] Entrada )
4 ] ] 1 1 Rango de entrada |$.¢\$1 §0$10 _
(5 |
g_ |13 g |13 1 Agrupado por: (*) Columnas
52 1 1 0 0 O Hes [[avuda ]
N 1 1 0 1 Rdtulos en la primera fila
9 0 1 1 1 alfa:
10 1 1 a a
11 Opciones de salida
112 ] (%) Rango de salida: $F$L .
13
W O En una hoja nuewva:
15 () En un libro nuewvo
16
Figura 5-9
E3 Microsoft Excel - Libro3
@_] Archivo  Edicisn  Wer  Insertar  Formato  Herramientas Datos  Ventana 7 Escriba una pregunta o B
NS A b BB S0 o B e fe -0 o NKS|IEEE| €55 A
D15 - x
E F [ G [ H [ [0 T K ] L &
1| Andlisis de varianza de un factor 3
2
3 RESUMEN
EX Grypos Cuenta Suma Promedio Vananza
| 5 | G1 9 5 0555555556 0 27777778
| 6 | G2 9 5 05558555556 027777778
| 7 | G3 9 5 0555555556 027777778
| 8 | G4 9 5 0,555555556 ) 0 27777778
1 9 |
10 ,
11| ANALISIS DE WARIANIA
12 | Origen de las vatiaciones | Suma de cuadrados | Grados de libertad | Promedio de los cuadrados £ Probabilidad | \alor critico para F
| 13 | Entre grupos 1} 3 1} 1} 1 2901119583
14 | Dentra de los grupos 606000809 32 0277777778 L]
15
16| Total 5,680006889 35
17 v
{74 » MM Hojal / Hola2 { Hojad / 3 END
Lista MUM

Figura 5-10
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Por lo tanto, la tabla del analisis de la varianza para la poblacion es la siguiente:

Grados de Cuadrados
Fuente Sumas de cuadrados
libertad medios

Enire | k-1=4-1=3 |33 (r,-Xf=0 |s2=0/3=0
i

n k
Dentro | N-k =36-4=32 ZZ(X,,-—JT,)Z=&88 S2 =8,88/32=0,277
P

Total | N-1=36-1=35 | 33 (x, - ¥,)=888 | 5* =8.88/35 = 0,254
i

Conocida esta tabla pueden realizarse ya todos los calculos. Por ejemplo, la varianza
del estimador de la proporcidon también podria calcularse como:
1.0

V(13)=V(13/.)=(1—£)Sb25=(1—f)SbS (1-=)—=0
’ N) n

2
n = 49

Del valor de la varianza puede deducirse el valor del coeficiente de correlacion
2

intramuestral a través de la formula V'(x ) = g (1+(m-1)p,). Tendremos:
’ n

3—50,254

0= 1+ 0-1p)= p, ==

n-—

=-0,125
1

oo | —

Estamos ante el caso de maxima precision del muestreo sistematico, ya que la varianza

. 1
es nula, o lo que es lo mismo, p, = -——

n-1

Este hecho concuerda con los valores que toman S” y $%,,. Concretamente S°= 0,254 <
$%,s= 0,277, 1o que indica que es mas preciso el muestreo sistemético que el aleatorio simple.
La varianza del estimador de la proporcion en el muestreo aleatorio simple es (1-1/4)*0,254/9
=0,021.

Para resolver el segundo apartado del problema consideramos ahora cada una de las
9 zonas (filas) como un estrato de 4 unidades. Tenemos entonces dividida la poblacién en 9
estratos de 4 unidades cada uno, de modo que la muestra sistematica consta de una unidad por
estrato que de forma general no es elegida aleatoriamente dentro del mismo. Esta clasificacion
de los elementos de la poblacion en 9 filas de 4 unidades cada una origina una tabla del
analisis de la varianza que se puede calcular con Excel.

Como estamos clasificando los datos en 9 filas (estratos), utilizaremos las variables Gs a
G113, que recogen los valores de las nueve filas. A continuacion elegimos Andlisis de la varianza de
un factor en la opcion Andlisis de datos del ment Herramientas, rellenando su pantalla de entrada
como se indica en la Figura 5-11. La Figura 5-12 presenta los resultados.
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20 i 1 0 1] 1] 1 1 1 1]| Entrada (Chcepiar
[21] 1 1 1 1 a i] 0 1 0| Rangode entrada SA1E:$I522 hceptay
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=5 Rétulas en la primera Fila
| 26 | afa: 0,05
Ed
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Figura 5-11
Analisis de varianza de un factor
RESUMEN
Grupos Cuenta Suma Promedio Varianza
55 4 1 025 025
Gh 4 &) 075 025
=7 4 2 05 033333333
€] 4 3 075 025
e 4 1 025 025
=10 4 2 05 033333333
G11 4 3 075 025
512 4 3 075 025
513 4 2 0,5 033333333
ANALIZIS DE WARIANIA
Qrigen de las varlaciones Suma de cuadrados Grados de libertad | Promedio de los cuadrados F Frobabilidad | Walor critico para F
Entre grupos 1,358555555 g 0,1736811111 0B25 074947103 2305313178
Dentro de los grupos 7h 7 Q277777778
Total 5,883533389 35
Figura 5-12
El cuadro del analisis de la varianza por estrato es entonces el siguiente:
o Grados de Cuadrados
Fuentede variacion ) Sumas de cuadrados ]
libertad medios
n ko, _
Entre estratos n-1=9-1=8 ZZ(X,, - X)2 =1,388 | S;, =1,388/8 = 0,1735
i
n__k _
Dentro de estratos | N-n=36-9=27 3> (x,-X.f =75 82, =175/27=0277
i -
Total N-1=36-1=35 ZZ(X,, -X, )= 8888 | 57 =8,3888/35 = 0,254
i
Calculamos ahora el valor del coeficiente de correlacion p, como sigue:
k n _ _
2231, -X ), -X) 2 1. 3 | 30001
J i<z
P = > = O-—)1--)+O0-=)0->)+...+(1-—)0-—) |=-0125
n(n=1)(k -1)S2,, 9.83.0277 4 4 47 2 47 2

Para calcular el tamafio de muestra necesario para cometer un error de muestreo
igual a 0,16 despejamos # en la expresion que define la varianza de la proporcion en funcion

de 0, Tenemos:



Muestreo sistematico 219

5.4.

- S2. , n 0277
V(B = (1= )21 (=1, 016 =(1= )= (14 (1-1)(0129=n=5
n n

Para calcular el tamafio de muestra anterior en muestreo aleatorio simple despejamos
n en la expresion que define la varianza de la proporcidn en ese tipo de muestreo. Tenemos:
2
~ n 0254
VIP)=(1-f)— =016 =(1-—)
n 36 n

=>n=8

Obviamente el tamafio de muestra necesario para cometer el mismo error de muestreo es
mayor en muestreo aleatorio simple que en muestreo sistematico, ya que en este problema el
muestreo sistematico es mas preciso que el muestreo aleatorio simple.

Un investigador desea determinar la calidad del azticar contenida en la sabia de los arboles
de una finca, que se encuentran situados a lo largo de la misma de forma natural en 7 hileras.
El numero total de arboles es desconocido, por lo que no puede realizarse una muestra
irrestricta aleatoria. Como procedimiento alternativo el investigador decide usar una muestra
sistematica de 1 en 7. En la tabla adjunta se encuentran los datos del contenido de azlicar en
la sabia de los arboles muestreados:

Arbol Contenido de aziicar e
muestreado en la savia X
1 82 6724
2 76 5776
3 33 6889
210 84 7056
211 80 6400
212 79 6241
212 212
> X, =17066 > X} =1486800
i=1 i=1

Estimar el contenido de azticar promedio en la sabia de los arboles de la finca estableciendo
los errores absoluto y relativo de la estimacion. Realizar la estimacion mediante un intervalo
de confianza al nivel del 5%.

La estimacion de la media vendra dada por:

212
) 2 X
X=% =2t

; = 80,5
212
Para calcular el error absoluto de muestreo consideramos la estimacion de la
varianza, que se basard en la formula del muestreo aleatorio simple, ya que intuitivamente
podemos suponer que la poblacion de arboles en la finca es aleatoria en cuanto al contenido
de azicar en la sabia debido a que suponemos una distribucion natural de los mismos en la
finca. Previamente necesitamos estimar la cuasivarianza mediante:
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S.5.

212 212 2
> X} _[ZX,.J 212
S il il = 535,48

S*=x. =
/ 212-1

Ademas, al ser la muestra sistematica 1 en 7 y n = 212 entonces N = nk = 212.7 =1484
arboles. La estimacion de la varianza del estimador de la media sera:

535,48

—216= 6(X) =147
212

P(X)=V(%,) = (1-%}

El error relativo de muestreo sera:
Coxy =12 22 20 00182 (1.82%)
EX,) x 805

El error relativo es bajo, por lo que la estimacion puede ser buena. Por otra parte, un
intervalo de confianza para la media suponiendo normalidad en la poblacion sera:

X +2,6(X)=80,5196-1.47 = [77.,6 83.4]

En caso de no poder suponer normalidad se toma el intervalo mas tosco dado por:
6(X) 1.47

=80,5+
) 40,05

El intervalo para no normalidad es mas ancho (peor) que en el caso de normalidad,
pero no demasiado.

=[74,87]

Un hortelano tiene un huerto experimental con N = 1300 manzanos de una nueva variedad
en estudio. El investigador desea estimar la produccion total (en quintales) de la huerta, con
base en los manzanos de una muestra sistematica de 1 en 10. La media y la varianza

muestrales para los arboles muestreados fueron X, =3,52 quintales y S? =0,48 quintales.
Utilizar estos datos para estimar la produccion total, y establecer un limite para el error de
estimacion.

La estimacion de la produccion total estara dada por:
X = Nx, =1300(3,52) = 4576 quintales

Para calcular el error absoluto de muestreo consideramos la estimacion de la
varianza, que se basard en la formula del muestreo aleatorio simple, ya que intuitivamente
podemos suponer que la poblacion de manzanos en el huerto es aleatoria debido a que
suponemos una distribucion natural de los mismos en el huerto.

Ademas, al ser la muestra sistematica 1 en 10 y N = 1300 entonces N = nk = 1300 = n.10
= n = 130 manzanos arboles. La estimacion de la varianza del estimador de la media sera:
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S.6.

=5625=6(X)=75

V(X)=N¥(x,)=1300 |- 13010.48
/ 1300 ) 130

El error relativo de muestreo sera:

NN 5 ¢
Cv(X) = X)) _ 75 L7 0016 (L6%)

A

T 4576 805

El error relativo es bajo, por lo que la estimacion puede ser buena. Por otra parte, un
intervalo de confianza al 95% para la produccién total suponiendo normalidad en la
poblacién sera:

X +1,6(X)=4576+2-75=[4426 4726]

El limite para el error de estimacion estd dado por:
26(X) =150

Una muestra sistematica de 1 en 10 es obtenida de una lista de votantes registrados para
estimar la proporcion de votantes que estan a favor de la emision de bonos propuesta. Se
utilizan diferentes puntos de inicio aleatorio para asegurar que los resultados de la muestra
no se ven afectados por variacion periodica en la poblacion. Los resultados codificados de
esta encuesta de eleccion previa se muestran en la tabla adjunta. Estimar p, la proporcion de
los 5775 votantes registrados que estan a favor de la emision de bonos propuesta (N = 5775).
Establecer un limite para el error de estimacion.

Votante Respuesta
4 1
10 0
16 1
5760 0
5766 0
5772 1
962
Dy, =652
i=1

Al ser la muestra sistematica 1 en 6 y N = 5775 entonces N = nk = 5775 = n*6 = E(n) =
962 donde E(n) significa parte entera de ». Por tanto, el tamafio muestral es 962.

Como 7 es grande y se han tomado varios puntos de inicio aleatorio en la extraccion
de la muestra sistematica, podemos estimar la proporcion proporcional mediante la
proporcion muestral, y el error se estimara utilizando la féormula del muestreo aleatorio
simple. Tenemos:
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5.7.

212

2. X
pop =782 o678
7962 962

= 0,000196 = G(X) = 0,014

TN P(-P _
P(By=P(P)=|1-2 (=P (| _ 962 10,678(1-0,678)
: N -1 5775 962 -1

El error relativo de muestreo cuando se asegura que el 67,8% de los votantes
registrados favorece la emision de bonos propuesta, sera:

Cv(P) = “pr) _ 0014 147 0,0206 (2,06%)
0,678 80,5

Por otra parte, un intervalo de confianza para la proporcion, suponiendo normalidad
en la poblacion sera:

P+ 6(P)=0,678+2-0,014

El limite para el error de estimacidn sera el radio del intervalo de confianza, o sea,
0,028 (2,8%).

Un parque estatal cobra la admisidon por automoévil en lugar de por persona, y un funcionario
del parque quiere estimar el numero promedio de personas por automodvil para un dia
concreto en particular durante el verano. El funcionario sabe por experiencia que entraran al
parque alrededor de 400 automdviles y quiere muestrear 80 de ellos. Para obtener una
estimacidon de la varianza, utiliza el muestreo sistematico replicado con 10 muestras de 8
automoviles cada una. En la tabla siguiente se presentan los datos del nimero de personas
por automovil (entre paréntesis):

Punto de inicio Segundo Tercer Cuarto  Quinto  Sexto Séptimo Octavo  y,

aleatorio elemento elemento elemento elemento elemento elemento elemento

2(3) 52 (4) 102 (5) 152(3) 202(69 252(1) 302(4) 352(4) 3,75
5(5) 55(3) 105(4) 155(2) 205(4) 255(2) 305(3) 355(4) 3,38
7(2) 57 (4) 107 (6) 157(2) 207 (3) 257(2) 307(1) 357(3) 2,88
13 (6) 63 (4) 113(6) 163(7) 213(2) 263(3) 313(2) 363 (7) 4,62
26 (4) 76 (5) 126 (7) 176 (4) 226(2) 276(6) 326(2) 376 (6) 4,5
31 (7) 81 (6) 131 (4) 181(4) 231(3) 281(6) 331(7) 381 (5 5,25
35(3) 85 (3) 135(2) 185(3) 235(6) 285(5) 335(6) 385(8) 4,5
40 (2) 90 (6) 140 (2) 190(5) 240(5) 290(4) 340(4) 390 (5 4,12
45 (2) 95 (6) 145(3) 195(6) 245(4) 295(4) 345(5) 395(4) 4,25
46(6) 96 (5) 146 (4) 196 (6) 246(3) 296(3) 346(5) 396(3) 4,38

Estimar el nimero promedio de personas por automdévil y establezcer un limite para el error
de estimacion.

Como tenemos varios arranques aleatorios, utilizaremos el método de las muestras
interpenetrantes.
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Podemos formar un estimador combinado de la media poblacional basado en las
medias de las # muestras (cada media muestral es un estimador insesgado de la misma media
poblacional) promediando las medias de las 10 muestras sistematicas (filas de la tabla del
enunciado) de la siguiente forma:

X, =1Zx, =%(3,75 +338+--+438)=4,16
t4

El estimador insesgado de su varianza mediante la aplicacion del método de las
muestras interpenetrantes es:

o= 1 ’—2 =2 _(1_ 1 r—z_t—2= _ 1 t—z_—z
V(xc)=(1—n/N)lex, —&=(1 n/N)—t(t_l)(Zx,. sz a n/N)—t(t_l)Z(x,, %)

i

5 1
V(%) =(1-80/400———177410-10%416" = 0,0365

1009-1)

El limite para el error de estimacion al 95% es 2 1“}()_CC ) =24/0,0365 =0,38.

5.8. Una empresa publicitaria esta iniciando una campafia de promocién para un nuevo producto.
La empresa quiere muestrear clientes potenciales en una pequefia comunidad para
determinar la aceptacion del producto. Para eliminar algo de los costos asociados con las
entrevistas personales, el investigador decide seleccionar una muestra sistematica de entre N
= 5000 nombres listados en un registro de la comunidad y recolectar los datos mediante
entrevistas por teléfono. Determinar el tamafio de muestra requerido para estimar la
proporcion de personas que consideran <<aceptable>> el producto, con un limite para el
error de estimacion de magnitud 0,03 (esto es, 3%).

Como el limite para el error de la estimacién es 0,003, tenemos:
27(B)=0.03= 1?(13)= 0,000225
Entonces, el tamafio de muestra requerido es:

NPO 5000(0,5)(0.5)

n= = =909,240~910
(N-D)P(P)+ PO 4999(0,000225) + (0,5)(0,5)

La empresa debe entrevistar a 910 personas para determinar la aceptacion del
producto, con un limite para el error de estimacion del 3%.

Se ha supuesto que es correcta la aproximacion del error del muestreo sistematico
por el error del muestreo aleatorio simple (poblacion grande de caracter tipicamente

aleatorio) y se ha tomado P= Q =1/2 por desconocimiento de sus valores.
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5.1.

5.2.

5.3.

EJERCICIOS PROPUESTOS

Dada la poblacion siguiente:

u, |uy wy uy uy us ug u; Uy U

1

X, |1 3 5 2 4 6 2 7 3

se desea obtener una muestra sistematica de tamafio 3 (1 en 3). Determinar el espacio
muestral y las probabilidades asociadas a las muestras posibles para este tipo de muestreo.
Calcular las varianzas de los estimadores insesgados del total y de la media. Estimar dichas
varianzas y comparar la precision de este tipo de muestreo con la del muestreo aleatorio

simple. Seleccionar la muestra mas precisa.

En un directorio de 13 casas de una calle las personas estan distribuidas hogar a hogar como
sigue:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
M M M M M M M M M M M M M
F F F F F F F F F F F F F
for om mof f m m m f S

A S m

M=varén adulto, F=mujer adulta, ~m=hijo varon, f=hija

Se realiza muestreo sistematico de una de cada 5 personas (muestreo 1 en 5), numerando los
elementos de la poblacidén por columnas hacia abajo y luego yendo a la parte superior de la
siguiente columna (se empieza por la primera columna de la izquierda). Se pide lo siguiente:

1°) Calcular el valor del coeficiente de correlacion g, y hallar la varianza del estimador de la
proporcion de varones adultos en la poblacion utilizando la relacion entre muestreo sistematico

y muestreo estratificado.

2°) (Qué muestra sistematica es la mejor? ;Cual es la proporcion estimada de varones
adultos en la poblacion?

La administracion de una empresa de servicio publico esta interesada en la cantidad
promedio de tiempo que llevan vencidas las cuentas atrasadas. Una muestra sistematica sera
extraida de una lista en orden alfabético con N = 2500 cuentas de clientes que estan
vencidas. En una encuesta similar realizada el afio anterior, la varianza muestral fue s> = 100
dias. Determinar el tamafio de muestra requerido para estimar u, la cantidad promedio de
tiempo que tienen de estar vencidas las cuentas de la empresa de servicio publico, con un
limite para el error de estimacion de 2 dias.
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MUESTREO POR METODOS INDIRECTOS.
RAZON, REGRESION Y DIFERENCIA

O

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.

OBJETIVOS

Presentar el concepto de estimacion no lineal.

Presentar el concepto de estimacion por métodos indirectos.
Analizar el estimador de razon, su sesgo y su varianza.
Estimar el sesgo y la varianza del estimador por razon.

Analizar los estimadores y sus errores en muestreo estratificado con
reposicion.

Comprender la formacion de estimadores de magnitudes poblacionales
basados en la razon.

Estudiar los errores y su estimacion para estimadores indirectos basados en
la razon.

Analizar el estimador de razon, su sesgo y su varianza.

Obtener la varianza minima para el estimador de regresion y su estimacion.
Comparar la estimacion indirecta por regresion con otros tipos de muestreo.
Analizar el estimador por diferencia, sesgo, varianza y sus estimaciones.
Comprender los métodos indirectos en muestreo estratificado.

Analizar la estimacion por razon en muestreo estratificado.

Analizar la estimacion por regresion en muestreo estratificado.

Diferenciar entre estimadores separados y estimadores combinados.

Comparar las precisiones de los métodos de estimacion indirecta con
estratificacion.
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Al estimar un parametro poblacional la dificultad principal suele estar en el calculo del error
de muestreo (raiz cuadrada de la varianza del estimador). Por esta razon, son muchos los
procedimientos analizados para la estimacion de varianzas. Segiin Wotter (1985), podemos
clasificar las situaciones que se pueden presentar atendiendo a la naturaleza del parametro a
estimar (parametros lineales o no lineales) y al disefio muestral utilizado (disefios simples o
complejos). Se pueden estimar parametros lineales en disefios simples, parametros no
lineales en disefios simples, parametros lineales en disefios complejos o parametros no
lineales en disefios complejos. Aunque la mayor parte de la teoria basica de muestreo se basa
en el calculo de estimadores de parametros lineales en diseflos simples, también se han
desarrollado procedimientos para aproximacion lineal de estimadores que estan basados en
un desarrollo en serie de Taylor para obtener una aproximacion lineal del estimador y asi
poder aplicar posteriormente toda la teoria desarrollada para estimadores lineales.

Otras técnicas, como los métodos de replicacion de muestras, se basan en la
generacion de diversas muestras, todas bajo el mismo diseflo muestral, con el fin de obtener
informacion acerca de la distribucion del estimador.

Ademas existen otras técnicas, como los métodos de exploracion intensiva de una
muestra, que consisten en la generacion de muestras a partir de la muestra inicial, obtenida
mediante un determinado disefio, usando técnicas muy variadas.

Estimadores no lineales. Método general de linealizacion para la estimacion de varianzas

Supongamos un parametro poblacional & del cual hemos obtenido un estimador no lineal

0=f (xl yees X, ) basado en la muestra (xl yeres X, ) Se trata de expresar dicho estimador como

A A

funcién de una serie de estimadores 6,,...,0, , es decir, 0= f(xl,...,xn)= (p(él,...,ék), de

modo que si se calculan las varianzas de los nuevos estimadores habremos conseguido resolver
nuestro problema.

Supongamos que &, ,...,6, son estimadores insesgados de @,,...,0, respectivamente

y que los valores tedricos cumplen € = (p(ﬁl A ) El desarrollo de Taylor de ¢(él ,...,ék )

en un entorno del punto (191 ,...,Hk) es el siguiente:

A A

(p(ﬁl,...,ﬁk)= o0,,....0,)+ d(p(él,...,ékl +T,

(Hla""ﬁk)

donde 7, es el término complementario o resto, el cual puede ser despreciado o no

dependiendo de las condiciones del entorno. Para un entorno suficientemente pequefio
supongamos que 7, si es despreciable, resultando:
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Elevando ambos términos de esta igualdad al cuadrado y tomando esperanzas
obtenemos una expresion aproximada para la varianza de @, es decir,

T2

.....

.....

..........

Aplicacion al cociente de estimadores

A

o . n a . .
Sea R = — un parametro poblacional y R = — un estimador del mismo.

Observamos que R= p(a, ﬁA’) y R=g@(a,p), por lo que estamos en condiciones
de aplicar el método general de linealizacion de varianzas previamente explicado. Haciendo

un desarrollo en serie de Taylor de la funcion @(c, /3’) en el punto («, ) resulta:

ona(H) (o (wled) (5
(a.p) (a.p)

p

y elevando al cuadrado y tomando esperanzas tenemos:

)= sliaf -5 (8] (o)) (3

da Vs
|
d

’ o [aRY ~\ o OR dR N
](a,ﬁ) V(a) ' [aﬁla,m V( )+ 2( adla,ﬂ) [ a/;)](a,ﬁ) COV(O{’ )
- 1a) (_ﬁi] V(/3’)+2%(—%JCW(&, 3)

- %[V( 7) + RzV(/S’)— 2RCov(&, /5)]

Otra expresion alternativa para la varianza de R= p(a, /3’) es:

(i)- R{v(&) VlB)_, cole /;’)}
a’ B af

2

=>

S
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Los métodos indirectos utilizan la informacion conocida relativa a una variable auxiliar Y
(variable de apoyo) correlacionada con la variable en estudio X para conseguir estimaciones
mas precisas para X que las calculadas unicamente a partir de la muestra de la variable que
se estudia.

Entre los métodos clasicos de estimacion indirecta mas utilizados se encuentran el
método de estimacion por razon (basado en la razén entre X e Y), el método de estimacion
por regresion (basado en la regresion entre X e Y) y el método de estimacion por diferencia
(basado en la diferencia entre X e Y). Estos tres métodos seran desarrollados a lo largo de
este capitulo.

La estimacion indirecta constituye el complemento de la estimacion directa. No se
trata por si solo de un método eficiente de estimacion, pero junto con la estimacion directa
desarrolla casi totalmente la informacion muestral. Los métodos de estimacion indirecta
aprovechan la informacién de variables auxiliares correlacionadas con la variable objeto de
estudio con el fin de conseguir una ganancia en precision de los estimadores.

N
Sea X la variable objetivo y supongamos que se conoce Y =ZK , donde

i=1
(X,,Y,) secorresponden con los pares de valores de las variables X e Y respectivamente,

observados en la unidad i-ésima de la poblacién o de la muestra. Nuestro objetivo es obtener
un estimador para X que sea mas preciso que el estimador directo basado unicamente en la
muestra. La expresion general de los estimadores indirectos es la siguiente:

f()%c)=f(j()+bo(f(y)_f();»
siendo f una funcion, X ¢ ¢l estimador indirecto de X, X e Y los estimadores directos

de X e Y, respectivamente, y b, un coeficiente de correccion que, dependiendo de su
valor, nos dara los diferentes tipos de estimadores indirectos. Como caso particular
supongamos f(x) = x . Entonces X, = X +b, (Y - }9).

Los casos mas frecuentes de estimadores indirectos son los siguientes:

1. Sib, =0,setiene X; = X, es decir, el estimador obtenido es el directo.

2. Si b, =1, entonces X G = X+ (Y -y ), denominado estimador de la diferencia o

diferencial.
3. Si b, =—= =R, se obtiene el estimador de razon.
Y

. . X X . .
X =X+—A[Y—Y]=—AY=RY=XR
Y Y
4. Si b, = b, se obtiene el estimador de regresion.

T, =kvnlr-7)-%,
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Supongamos una poblacion formada por N unidades, {U e U N}, y nos fijamos
en dos caracteristicas (X,Y) para cada unidad, siendo X la variable objeto de estudio e ¥

una variable auxiliar correlacionada con X . Llamaremos razén a R = — y su estimador

viene dado por la expresion:

A partir de la razdn podemos también estimar totales y medias mediante:

X, =RY
X, =RY

Estos estimadores no son insesgados pero tienen varianza muy pequefia y otras

propiedades que los hacen deseables. Sin embargo, es preciso conocer Y o Y para poder
calcularlos.

A

R es consistente, pero en general es sesgado. Para muestras grandes, R—N (R, V(I%))

y el sesgo es despreciable. No se conoce la expresion exacta de la varianza de R, aunque bajo
ciertas condiciones se puede obtener una expresion aproximada de la misma. Podemos

expresar el sesgo en funcion del coeficiente de correlacion entre R e ) del siguiente modo:

B(R)= — =-
(R) v 7
B(R) . . N . |
es una medida del sesgo por unidad de desviacion tipica, es decir, una medida
O -
R
. B
relativa del sesgo respecto del error de muestreo. Ademas, si es del orden del 10%,
O -
R

entonces el sesgo puede ser considerado despreciable en relacion al error estandar.

Se cumple que B(]%)=0c> Re y son variables incorreladas en el muestreo, con lo

que ya tenemos la primera de las condiciones para la insesgadez del estimador de la razon.
Ademas se cumple que:

B(R

B(R) = = P50 CV(Y) = o | ‘p(,m‘ - Cv(¥) = Cv(P)

con lo que el sesgo relativo (mddulo del cociente entre el sesgo del estimador de la razén y
su desviacidn tipica) esta acotado por el coeficiente de variacion de y .
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Entonces, para que el sesgo del estimador de la razon sea despreciable bastara con
que el coeficiente de variacion de la media muestral de la variable auxiliar sea menor que
1/10, ya que en este caso:

B(R)

1
=Cv(y) <—
] <10
Se observa que el sesgo relativo es tanto menor cuanto menor sea Cv(y ). Ademas,

para intentar eliminar la influencia del sesgo se tomaran tamafios de muestra tales que el
sesgo sea despreciable, es decir, tamafios de muestra tales que Cv(y ) < 1/10. Para hallar este

tamafio de muestra en el muestreo sin reposicion operamos como se indica a continuacion:

_ o) VD) N)n 1 100NS; y’
V() =—F"—"="5 = - <7 —~h> 2 2 = 2
E(y) Y Y 10 Ny~ +100S; Sy
N + 100_72

y

Para hallar el tamafio de muestra para el que el sesgo es despreciable en el muestreo
con reposicion operamos como se indica a continuacion:

o
o) V@) =\_E L1000 o

=>n>

EGy) Y Y 10 Yy: Y’

Cv(y) =

La segunda condicion de insesgadez del estimador de la razon es que si la recta de
regresion de la variable auxiliar Y sobre la variable en estudio X (o la de X sobre Y) pasa

por el origen de coordenadas entonces el estimador de la razon R es insesgado para R.
Calculo aproximado del sesgo del estimador de razon y su estimacion
El sesgo del estimador de razén puede aproximarse como sigue:

Muestreo sin reposicion

. 1-
BRy =D (ks -5, )
nY
Muestreo con reposicion
B(R) = ——(Ro? =0 ,,)
nyz Y XY

Estimacion del sesgo del estimador de la razon

La expresion obtenida para el sesgo del estimador de la razén va a permitir se estimacion a
partir de los valores muestrales:



232 Muestreo estadistico. Conceptos y problemas resueltos

Muestreo sin reposicion

Como en muestreo sin reposicion las cuasivarianzas poblacionales se estiman
insesgadamente por cuasivarianzas muestrales, tenemos:

Muestreo con reposicion

Como en muestreo con reposicion las varianzas poblacionales se estiman insesgadamente
por cuasivarianzas muestrales, tenemos:

B(R) = n;_Z (1%3‘3 - SXY)

Varianza aproximada del estimador de la razon

Muestreo sin reposicion

A_l_f' 2 292 _ _ 1_f _N 2 2N 2 N
V(R)_ =, (Sx +R*S? ZRS”’)_—I?ZH(N-l) [ZX,. +R*>Y, ZRZXI.Y,}

i i

Muestreo con reposicion

V(]%)= ! (07 +R?0? = 2R )- L. i){? +R2iY.2 —2RiX.Y.
Y’n o7 ' v7 Y’nN l ’ o

Estimacion de la varianza del estimador de la razon

Muestreo sin reposicion

Utilizaremos que las cuasivarianzas muestrales estiman insesgadamente las cuasivarianzas
. 52 . . &2 . . &
poblacionales (S estimador insesgado de S°, ;. estimador insesgado de S°, y S,,

estimador insesgado de S.,). A su vez, utilizaremos el estimador reciente obtenido para la
razon R. Tenemos:

19(1%)=1__2f-(§§+1§2§j-21%§x},)=_21_—f-[z":)(f+1§22";142-21%§":X,x}
Y°n Y n(n—l) 7 7 7

Muestreo con reposicion

Utilizaremos el hecho de que las cuasivarianzas muestrales estiman insesgadamente las
. . &2 . . &2 . .
varianzas poblacionales (S estimador insesgado de ., S} estimador insesgado de o, y

A

S,y estimador insesgado de o). A su vez utilizaremos el estimador reciente obtenido para
la razén R. Tenemos:
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ESTIMACIONES DE LOS PARAMETROS POBLACIONALES BASADAS EN
LA RAZON Y ERRORES

Podemos utilizar el estimador de la razon para realizar estimaciones de los parametros
poblacionales tipicos como sigue:

A

X =

R

Sl
>

Y =

Y=RY, X,=X,==Y=RY, P, =—P =RP

A

Y AY

< | =
< | =1
<] =1

Las varianzas pueden calcularse como sigue:

Muestreo sin reposicion

. A . 1-
V(X)) =V(RY)=YV(R) = N’ Tf(sj +R*S; - 2RSxy)

V(X) = VRT) = P20 (R = =L (57 + RS2 - 25 )

1-
n

Muestreo con reposicion

V) =VRN =Y VR = (o2 + Bo? ~2R0,)
n

V()_}R)=V(ia7)=?2V(i3)=l(Uf +R20; _2R0xy)
n

Las estimaciones de las varianzas pueden calcularse como sigue:

Muestreo sin reposicion

- 1= F (s mams onn 1 [e L .
iy <N L 288, oo TS i S 208
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Supongamos (x,,y;)i=1,..,N pares de valores situados sobre una recta que no pasa por el
origen, es decir, x, = a + by, con a = 0. Entonces, para los valores muestrales y poblacionales se
cumple, respectivamente X = a + by y X = a+bY porloque ¥ — X = b(} -Y ), o lo que es lo

mismo, X = X — b()_/ - )7) Se tiene:

- Siy=Y,entonces X =X y V(x)=0

- Siy= Y , entonces X = X, siendo b()_/— }7) el ajuste.

Este razonamiento sugiere intentar una ganancia en precision cuando la relacion
entre x; e ), sea lineal sin pasar por el origen, utilizando el estimador lineal de regresion

para la media:
X, =x+bf-7)

rg
Como casos particulares del estimador de regresion se tienen:

1. Si b =0, el estimador de regresion coincide con el estimador directo o de

A

expansion (X "™ )_c)

2. Sib=R= é, se obtiene el estimador de razén (/\L’rg = RY = )L(R)
y

3. Si b =1 se obtiene el estimador de la diferencia |X,, = x + (7 - )7))

—

Tenemos:

b, =0x,, = X(estimadorsimple)

Y - ij} = i? = XR(razo'n)
y y
e = (x - 7) + Y (estimador pordiferencia)

-Iox, cx+ (T o)zl

<=l

b =

—
=

Analogamente, se puede definir el estimador de regresion para el total poblacional
como
X, =X +bly-7)

siendo X,Y los estimadores directos de X,Y respectivamente.
Podemos resumir las estimaciones por regresiéon como sigue:

%, =x+b(V-5), X, =Nz, B, =P, +b(P,-B,)y 4, =NP,

rg rg? Trg
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Sesgo del estimador de regresion
El estimador de regresion es en general sesgado salvo que los puntos (X;, ¥;) coni=1,2, .... ,N,
donde Y; representa la variable auxiliar correlacionada con la variable en estudio X, estuviesen
situados sobre una linea recta que no pasa por el origen de ecuacion X; =a + b Y;.

Otro caso de insesgadez del estimador de regresion es cuando b = bo = constante.
Varianzas y estimacion de varianzas

Las varianzas y sus estimaciones toman los siguientes valores:

Muestreo sin reposicion

v(x,)= ! _nf (s2+b282-2b,5,), V(%,)= ! _nf (32 +b287-2b S )

A

vt )- @(sj w5t o), P, )- @ (5245282 -25.8. )

I} i (irg)=ﬂ*§2(l_lb2)’ I} (Are)=m‘§2(l_lbz)

X min

n : n

Muestreo con reposicion

)10 +b20> =2b,0.,), If(x,g)=l(§§ +b287 -2 § ) v (f,,g)=l§j(1—p2)

vix ‘
n n n

g

V( Arg)=N—2(af +blo; —2bnaxy), I}()A(rg)=N—2(§f +b2§f -2b S ) V. (Ayg)=£2§2(l—,bz)

n n ’ n

Hasta aqui hemos considerado el caso en que b, es constante. Sin embargo, cuando
se desconoce b, o es variable, suelen utilizarse los resultados anteriores, estimando by
mediante la expresion:

n

G Sb-s-5)

Este resutado obtenido es aplicable para muestras grandes.
Comparacion con otros tipos de muestreo

Muestreo sin reposicion

Para comparar la precision de la estimacion por regresion con la de otros tipos de muestreo
utilizamos el estimador de la media y las expresiones de su varianza en los distintos tipos de
muestreo. Tenemos:
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) " (52 r*s-2ms.S, p,

n )

Elg(i- )

n

Vo X ) = V%, ) -

. — — 2 . .

Es evidente que me(xrg) <V(x), ya que 1- Py, = 1, correspondiendo el signo
igual al caso P, = 0, es decir, al caso de correlacion nula entre X e Y. Por lo tanto, cuando la
variable auxiliar y la variable en estudio estan incorreladas no se gana en precision por
considerar el método indirecto de estimacion por regresion respecto de considerar el muestreo

aleatorio simple. En el resto de los casos la estimacion indirecta por regresion supera en
precision a la estimacion aleatoria simple.

Por otra parte:

v

(5,20

1 1
—f(sx2 +R’S} -2RS.S, p,,) -—ij(l- 0°)=0<

n n

(%,) < V(%) = V(=) -7,

min

2

1-
(R*S2-2RS.,S, p, + 57 p2 )20 —f(RSy _p.S.| =0
- :

X

-7

n

La desigualdad es siempre cierta, y se produce la iguladad si:

S
RS,~p,S =0 R=p==p

y

es decir, la igualdad de precisiones en la estimacion por razon y por regresion se produce en el
caso en que la recta de regresion pase por el origen (si R = f, la ordenada en el origen de la
recta de regresiéon de X sobre Y, que en el caso de varianza minima tiene de ecuacion

X=pY+X- Y, valdra X- BY =X- RY = X- X = 0). En cualquier otro caso, la estimacion
por regresion es mas precisa que la estimacion por razon.

Muestreo con reposicion

Para el caso de muestreo con reposicion tenemos:
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Es evidente que me(f,g) <V(X), ya que 1- pxzy < 1, correspondiendo el signo
igual al caso Py = 0, es decir, al caso de correlacién nula entre X e Y. Por lo tanto, cuando

la variable auxiliar y la variable en estudio estan incorreladas no se gana en precision por
considerar el método indirecto de estimacion por regresion respecto de considerar el
muestreo aleatorio simple. En el resto de los casos la estimacion indirecta por regresion
supera en precision a la estimacidn aleatoria simple.

Por otra parte:

Vil %) < V(%) < V(%) V%, ) 2 0

1 1
(0 + R0} —2R0,0,p,)= 0. (1- p*y) 20 =

1 1 2
- Rzof—2chaypxy+ofpfy)zO@;(Ray— p,0.] =0

La desigualdad es siempre cierta, y se produce la igualdad si:

GX SX
Rq—pxy@=0©R=p0y=pSy=/o’

es decir, la igualdad de precisiones en la estimacion por razon y por regresion se produce en el
caso en que la recta de regresion pase por el origen (si R = £ la ordenada en el origen de la
recta de regresion de X sobre Y, que en el caso de varianza minima tiene de ecuacion X = SY
+X - ﬂ? , valdra X - ﬁ)_’ =X-RY=X-X =0). En cualquier otro caso la estimacion por
regresion es mas precisa que la estimacion por razon.

Dentro de los denominados métodos indirectos de estimacion suele considerarse la
estimacién por diferencia, que se utiliza en caso de que la recta de regresion que ajusta los
puntos (X, Y;) tiene como pendiente la unidad. Por otra parte, ya vimos al estudiar la
estimacion por regresion que el método de estimacion por diferencia era un caso particular
suyo (caso en que b = 1). Los estimadores de la media y el total basados en el estimador por

diferencia D = x — y pueden expresarse como sigue:

X=%-7+7=D+7 RX=NG-7)+Y=D, +Y=ND+Y

Las varianzas y sus estimaciones para los estimadores de la media y el total basados
en la diferencia, coinciden con las varianzas y sus estimaciones de los propios estimadores
diferencia. Para muestreo sin reposicion tenemos:

-7

V()L() =V(D+Y)=V(D) =—> (sz + Sy2 =28, ) (Y es una constante)
n
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V(X)=V(D, +Y)=V(D,) = N* %(Sf +87 - 2Sxy) (Y es una constante)

P = 7(D)- 1; S (§2 482 225,), P(&) =P D) = N %(ﬁj +52 225

Para muestreo con reposicion tenemos:

V()L() =l(af+0i—2axy) V()A()=N21(05+0}2,—20W)
. :

S

V()?)=V(A)=%(§j+3‘2 28.) P =T(D,) =N 1§24 52 28 )

! n

Existen dos formas de plantear un estimador de razon para el total X , en el caso de muestreo
estratificado. En la primera de ellas se obtiene un estimador de razon para cada el total de cada
estrato y se suman todos ellos. El estimador obtenido se denomina estimador separado de razon.
La principal ventaja de este estimador es que permite que la razon de X a Y varie de un estrato a

otro. Sin embargo, necesitamos conocer el total de la variable auxiliar, ¥,, en cada estrato por

separado. En la segunda de ellas se obtiene una tnica razon con los totales de X e Y estimados

A

St

X
mediante muestreo estratificado, es decir, ——, y se multiplica este cociente por el total de la

st
variable auxiliar Y, que se supone conocido. El estimador obtenido se denomina estimador
combinado de razon. Para construir este estimador no es preciso conocer el total de la variable
auxiliar en cada estrato; basta conocer el total de la poblacion. Esta es una ventaja con respecto al
estimador separado de razon. Sin embargo, el estimador combinado supone, implicitamente, que la
razén permanece constante de un estrato a otro.

Estimador de razon simple o separado (para el total poblacional)

Se define el estimador separado de razon para el total poblacional X en un
muestreo estratificado como:

Se observa que es la suma de los estimadores de razdn para el total en los diferentes
estratos. En general este estimador es sesgado, por serlo Iéh Yh=1,..,L.

Sesgo del estimador de razon simple o separado y su estimacion

Muestreo sin reposicion

B(X )= E(Xy) - X = EQRY) -3 X, =S ER,)Y, -3
h h h

Xh
7Y

Yh=

h

SER,)Y, -YRY, = Y (E(R)-R)Y, =Y BR, )Y,
h h h —— 0 — h

B(R,)
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Se observa que el sesgo total es la suma de los sesgos en cada estrato ponderados
por los Y;,. Para muestreo sin reposicion la expresion del sesgo sera:

fh)(R S}%h SXYh)=

nY,
n, h h it
v /N;

A A L N2( - N R
que puede estimarse como: B(X ) = Zh(—th)(Rh Sy -8 XYh)
h n,t,

B(Xy) = ZY B(R,) - ZY SMA-S) (g 52 s.)

Muestreo con reposicion

Para muestreo con reposicion la expresion del sesgo sera:

v N D N 1 2 N N; 2
B(XRS)=ZY;:B(R):)=ZYh—_2(RhUYh_OXYh)=Z (RhaYh aXYh)
z moom Y 7Y
¥ /N;
L N2 R

Varianza del estimador de razon simple o separado y su estimacion
Muestreo sin reposicion

El valor de la varianza de este estimador para muestreo sin reposicion sera:

V(X )= ZV(R Y,)= ZY V(R,) = ZYZ Y}{h (52, + R2S2 - 2R,S,, )=
h

Nth

NZ(1-

N2 3 S
%: (n fh)( +R S}Zh 2R Sryh) z (V1) (ZX R:ZY;; _2RhZXhiYhi]
h " ’ I

La estimacion de la varianza para muestreo sin reposicion sera:

P (R = ; LGN Y S

h

L N21 " I )
=y - ((n =T (ZX R,fZY; —2RhZX,”.Y,”)

h

Muestreo con reposicion

El valor de la varianza del estimador separado del total para muestreo con reposicion sera:
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V(X )= ZV(R Y,) = ZY V(R,) = ZYz-_z

Yh n,

2 2
(Uxh + Rh a yh 2R O—,\}h ) =
N/ i

2 L N2

- N, h L 2 2 <z 2 <
% " (0 +R G 2Rhaxyh)=%m ZXh/ + R, ZYm _2RhZXhiYhi
h h h 1 i i

La estimacion de la varianza para muestreo con reposicion sera:

L 2

- S0 (52 283 228,)- 5N S S 20, S
hn g (

h n, =1)
Estimador de razon simple o separado (para la media poblacional)
Se consideran estimaciones para la media basadas en la razén en cada estrato definidas como
X = ;—h Y, = R -Y,. Como en muestreo estratificado la estimacién del total se forma
sumandohlas estimaciones de las medias en cada estrato ponderadas por los Wy =Nu/N

(Xst = ZWh)_( » ), podemos definir el estimador simple o separado de la media como:
h=1

A

L L
= 2 W, Xy = 2W,R
h h
Este estimador para la media puede expresarse como:

2 N = N 5T N N, ~ T, 1<, Xs
Xy = 2 W, Xy, = 2W,R, Y, =27Rh'N—=WthYh =
h h h h h

Luego todas las férmulas para el estimador de la media pueden obtenerse a partir de
las formulas correspondientes ya vistas para el estimador del total.

Muestreo sin reposicion

El valor de la varianza de este estimador para muestreo sin reposicion sera:

xyh

- 1 . L(N2Y(1-F,)
V(XRS)=N2 V(XRS)=%:LN};J n : (th‘*'R;th_thS
h
—

W2

I IRCRET) SIS F A

1

La estimacion de la varianza para muestreo sin reposicion sera:

s W= f) (a2, prar _op
V(XRS)=%%( xzh +R3S,2»h _2'RI1Sxyh )=
/.

h

LW (= 1)
% nh(nh _1)

(ZX," +1§§iy - 2R ZXM ,“J
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El valor del sesgo del estimador simple o separado es el siguiente:

= == X X1 I e
B(XRS)=E(XRS)_X=E(T)_F_N(E(XRS)_X)_ NB(XRS)_%B(R};) N

Se observa que el sesgo fotal es la suma de los sesgos en cada estrato ponderados
por los Yi/N. Para muestreo sin reposicion la expresion del sesgo sera:

= | LN, (1-1) w,ad-1,)
B(XRS)=WB(XRS)=%: };Vn % : (RhS)%h_Sxyh)=% n, Y : (R S)%h SXYh)
nin

A A W 1 A A ~
que puede estimarse como: B(X ) = Z(—th)(R Sy =S, )
ho T

Muestreo con reposicion

El valor de la varianza del estimador separado de la media para muestreo con reposicion
sera:

= l ~ L ]\]2 1 2 2
V(XRS)=FV(XRS)=%{N_ZJE(OM +Rh0 -2R Oxyh)
H,_J

w2

L W2 N, N, N,
2 2 2
z . zXhi+RhZYhi_2haXhiYhi
N
IRV RANE i i
La estimacion de la varianza para muestreo con reposicion sera:
L

A 2 n R 2 n, N N T
I}()?Rs)=zﬂ(s2 RhS)zh 2Rthyh)=iW—h(zX;i +R;ZY; _2RhZXhiYhij
h T h }’lh(l’lh _1) i i i

Para muestreo con reposicion la expresion del sesgo sera:

BX,) = B(R ) = i N,

(Rha)%h — Oxy )

(R T3 = Ty )= i

Nn,Y, nY,

A A LW A A A
que puede estimarse como: B(X ) = Z )ﬁ, (Rh Sy =S )
h Tty

El método de estimacion estratificada por razon simple o separada presenta como
principal ventaja la obtencion de estimaciones separadas por estratos, lo que permite ofrecer
informacion de la poblacion al subnivel de estratos. El principal inconveniente de este método es
la acumulacién de los sesgos de las estimaciones en los estratos para el calculo del sesgo total. En
la practica suele utilizarse este método cuando los estratos son de tamafo elevado (habra
pocos estratos en la poblacion, lo que implica pocos sumandos en la acumulacion de sesgos).
También suele utilizarse cuando los R, tienden a ser muy distintos.
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Estimador de razon combinado (para el total poblacional)

A X
Se considera inicialmente la razén de los estimadores estratificados R, = —" = ,y se
ySt st
forma el estimador del total X RC = IA?C Y (ya que el estimador del total basado en la razon

esX=R'Y).
Muestreo sin reposicion

El valor de la varianza de este estimador para muestreo sin reposicion sera:

- - - 1 _ _ -

V(X)) =V(R V)=V’ V(R)=Y" = ( V(x,) +R* V(y,) -2RCoux,.,y,))

h{: Y ) %/_/ ) (N . %,_/
N Ynia- msi Zw,?(l—m% Zw, (1= fyy 2

2 I
Zé—Wh (:l_fh)(s2 +R'S% -2R S_,)=N" ZZ/& fhl) [ZX +R Z " —2RZXh,~Yh,-J
h 1

N

En el calculo de esta varianza se ha aplicado la formula general de la varianza del
estimador de la razdn ya estudiada anteriormente.

La estimacion de la varianza para muestreo sin reposicion sera:

V(Xyo) = NZZ”( ﬁ’)( $+ RS, - 1%&) N W’f((l _f]h)[i)( RZXY 2R Y, ,ﬂj

El valor del sesgo del estimador combinado para el total es el siguiente:
~ ~ A X ~ ~ ~
B(X ) = E(R )= X = ERY) =Y = ER)Y = RY = (E(Re) - R)Y = B(Ro)Y

Se observa que para el sesgo total no se acumulan los sesgos en cada estrato. Para
muestreo sin reposicion la expresion del sesgo sera:

L 2 . S)Zh S 2 S.’(Yh
DR A-fi) 2 Y-
h "h h "

V()_}sr) —COV()?S,,)_/S,) Y = N 2 h( fh)(RS )

Y’ n,Y
——

Y*/N?

A A R
B(XRC)=B(RC)Y=

. D( Y 2 N Vth(l_fh) p Q2 S
que puede estimarse como: B(X,.) =N Z—Y(RSYh —SXYh)
ho T

Muestreo con reposicion

El valor de la varianza del estimador combinado del total para muestreo con reposicion sera.
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V(X)) =V(R.Y)=YV(R)=Y" - —(V(x )+ R*V(¥,) - 2RCov(X,,,,))
%H — —

=

v S ZW"— iw,;m
7 n, n, n,
L 2 L A N,
Ny 2 (o2 + R*02 - 2R 0, )= NZZ (Z X2 +RY Y] - 2Rz XY, j
h My h " h i

La estimacion de la varianza para muestreo con reposicion sera:

L L 2 7, n, )
P(Rae) = N2ZW” (8 + 228,288, ) = v e [XXi DY —2132Xhinij
h h I’lh( h 1) i i

Para muestreo con reposicion la expresion del sesgo sera:

L
w2 U)/ 2 Oy
Z 2

f—/;_\ r—h:%
RV(y\t) - Cov(xsr 4 yst) Y N Z h (RO. O )
Yh XYh

2

h
Y. n,Y
y?/N?

B(X,.)=B(R.)Y =

L 2

A A W7 | ax A
que puede estimarse como: B(X )= N’ Z—hY( RS, - SXYh)
AL

h

Estimador de razon combinado (para la media poblacional)

Se considera inicialmente la razén de los estimadores estratificados R, = =L =

<

forma el estimador de la media X RC = Rc Y (ya que el estimador del total basado en la

razones X = R-Y).
Muestreo sin reposicion

El valor de la varianza de este estimador para muestreo sin reposicion sera:

2 A= = A =, 1 _ _ _
V(Xpe)=V(R.Y) =Y2-V(RC) =Y? _—2( Vix,) + R’ V(y,) -2RCov(x,,y,))

ﬁWﬁ(l—m& iWﬁ(l—m& ’ZW (-f)=—= Sim
7 ™ T ™ 7
W 1- W2 1- i /v
Z ( fh)( + RS}, - 2R SM) Z ( (ZX +R*Y, -2RZXMY,“}
h nh h (N - 1) i i

En el célculo de esta varianza se ha aplicado la féormula general de la varianza del
estimador de la razdn ya estudiada anteriormente.

La estimacion de la varianza para muestreo sin reposicion sera:

I}()L(RC)=Z;:M(§2 + RS, —2RSvyh) sz(l ﬂ)(z +R ZW 2RZ i ’”j

n, n,(n,
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El valor del sesgo del estimador combinado para la media es el siguiente:

~i|

B(Xy)=E(X,) - X = E(R.T) - =7 = E(R.)Y - RY =(E(R.) - R = B(R,)Y

Se observa que para el sesgo total no se acumulan los sesgos en cada estrato. Para
muestreo sin reposicion la expresion del sesgo sera:

S 2 S‘)%/ S 2 SXY/
DWa-f)2 Y W= f)2
h ny h ny

R V(y Cov(x,,y Wil -
[ A — — — L
B(XRC)=B(RC)Y — (ysl) — Ov('xsl’ysl)_Y Z h ( fh)(RS —SXYh)
Y h n,Y
L2 LW (1- .o
que puede estimarse como: B(Xp.) = ZLth)(RSih - Sxm)
ho T

Muestreo con reposicion

El valor de la varianza del estimador combinado de la media para muestreo con reposicion
sera:

2 o ]
V(X)) =V(RY) =Y V(R) =Y = (V(X,)+RV(J,)-2RCov(X,.,¥,))
Y L 2 L 2 L
ZW":M ZW/}L;I’ ZW:M
T n, n, n,

h h

(02 +R*0? -2R 0,,)= z i (2){2 +R ZYZ—zRZXh, ,1,]
N

L 2

2

h nh

La estimacion de la varianza para muestreo con reposicion sera:
A J A
2 2
ZX +R ZYh[ - 2RZXhIYhi
i i

Para muestreo con reposicion la expresion del sesgo sera:

PE) =S V(5 4 iog 208, )3
RC h nh xh yh xyh nh(nh—l)

Z 20)/ Zth%
RV(y ) Cov(x,,y,)
= D e yst ov ‘xvt’yst L
B(XRC)=B(RC)Y = =23 Y Z h (R0Y11 _UXYh)
Y wn,Y

que puede estimarse como: B(XRC)=Z Y(RSYh—SXYh)
AL

h

El método de estimacidn estratificada por razén combinada presenta como principal
ventaja la no acumulacion de los sesgos de las estimaciones en los estratos para el calculo
del sesgo total, lo que reduce el sesgo del estimador final respecto de la estimacion separada.
El principal inconveniente de este método es la imposibilidad de obtencion de estimaciones
separadas por estratos, lo que no permite disponer de informacién de la poblacién al
subnivel de estratos. En la prdctica suele utilizarse este método cuando los estratos son de tamafio
pequefio (habra muchos estratos en la poblacion, lo que implica demasiado sesgo por estimacion
separada). En general suele utilizarse siempre que la estimacion separada presenta demasiado
sesgo. También suele utilizarse cuando los R, tienden a ser constantes.
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También distinguiremos aqui entre el estimador simple o separado obtenido a partir de
L

estimaciones de regresién en cada estrato, cuya expresion serd X, = Zthrgh, y el
h

estimador combinado, obtenido directamente a partir de las medias estratificadas, que vale
frgc = )?st +b(Y _.)_}st)'

Ambos estimadores son insesgados para un valor b, prefijado de b, ya que:

L L
E(frgst) = ZW;IE(frgh) = ZVVhXh =X
h h

E(x,)=ERX)+bT-E@F,)) = X+bT-V)=X

Como en el caso de los estimadores de la razon, el estimador combinado suele ser
mas apropiado que el simple cuando el sesgo de X, es aproximadamente constante en los

diversos estratos y esperamos regresiones lineales en ellos.
Estimador simple o separado
Muestreo sin reposicion

En el supuesto b = b, la varianza del estimador simple para la media es:

)= Smirli) - S

que sera minima cuando lo sean las V( ,gh) es decir, cuando b, = f8, =

h + b()S)z(h - 2boSXYh)

SXYh

2
SYh

La varianza minima sera entonces:

EREY LRI Y 14,

L
1
T /3)/,52 2ﬁleXYh)=zVV;12
h

szh (1 - pzxyh)

h

que puede estimarse mediante:

I;(frgxt) = ;W S (S + ﬁhS)z(h _2/3)11 th) ZW fh th(l_ IbZth)

n, n,

Para la estimacion separada del total X Z N,Xx,,, se tiene:

rgst

% _ N 21/ = _ N 1 fh 2 2 2
V(Xrgst)_;NhV('xrgh)_; n (S ﬁhS 2ﬂh XYh) ZNh th(] wh)

h n,
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que puede estimarse mediante:

xyh )

Al A -/ A A A
V(Xrgvt)_; n h(S ﬁhS)z(h_zﬂh h) ZNZ xh(l
h
Muestreo con reposicion
En el supuesto b = b, la varianza del estimador simple es:
L 1
2 2
( rgst) ZW ( rgh) ;VV}: n_(of(h + buo—f(h - 2b00XYh)
h
S o
que sera minima cuando lo sean las V()_cygh) , es decir, cuando b, = f3, = S);: = 7)::1
La varianza minima sera entonces:
_ L 5 _ L 5 1 L R 1 s
Vmin( rgst) = ;VVh V(xrgh) ;VV}: ;(Oih + /))ho)z(h _zﬂhUXYh) = ;VVh ;Ujh(l - p th)
h h
que puede estimarse mediante:
A L 1
— o2 2 a2
me(xrg&t)_; _(S +/))hSXh 2/))11 XYh) ZVVh n_Sh(l X)h)
h
Para el estimador del total se tendria:
R L
Vmin( rgsr) =;N ( rgh) ZN 7(02 +/))h Xh ZﬂhaXYh) ZN T xh pz?i"h)
Vi ( rgst) ZNZ_(S +ﬁhS§(h 2ﬁh XYh) ZNZ_th(l P on)
Estimador combinado
Muestreo sin reposicion
El estimador combinado para la media se forma como:
frgc =fst+b0(Y_)_;st) con x Zth yst ZVVhyh
Su varianza puede expresarse de la siguiente forma:
V(frgc) = V('fst) +b02V(Y_)_/st) _2b0 Cov(fsl’y_.)—;st) =
L (1- 1)
_ _ h h
V( xst ) + bj V( yst ) 2b COV( St 4 yst ) ; n ( th bo th 2ba Sxyh
h
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Para hallar el valor de b, que minimiza esta expresion, igualamos a cero su derivada
respecto de b, y tenemos:

2 2
2boiM.S§h_ziM.5y s o

xyh 4
h n, h n, L
h

xyh . nh
Pero como f3, = _Szh Son = /J)hSyZha se tiene b, = i“ Wz(l— f )
N h n 2
s Shlg?
h n, g

El valor b, que minimiza la varianza del estimador combinado es entonces una medida
ponderada de los coeficientes de regresion /3, siendo las ponderaciones dadas por

L
W;zz(l_fh) Za)h/jh
B . h = .
w, =n—'Syh, de tal forma que se puede escribir b, =——F——= f_, pudiendo
h
W,
h

expresarse la varianza minima como:

Vmin('frgc) = [Zth ﬂ.(gjh + ﬂ_czsyzh - Z/JTCSxyh)

h n,

que puede estimarse como:

donde:

L
Za}h/)’;h 2 y
el N W l_f A A~ Sx
B = b &, = h(n h).thy/jh:S;_;h'
Z"h h yh
h

Para estimar el total, el estimador combinado se forma como:

X, =X, +b V=7, )=Nx, +b,(NV - Ny, )= Nx

rge

Su varianza puede entonces expresarse en funcion de la varianza para la estimacion
de la media de la siguiente forma:

W 2,.)=v(ne,) = NV 5, ) - N22M~(th +b28% = 2b,8

o h 0~ xyh
P nh i 2
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pudiendo expresarse la varianza minima como:

Vol £, )= 52 X =L

h n,

que puede estimarse como:

L _ A 2 A A
V,()A(rgc)=NZZVV,fln—ﬁ1-(th+/562S2 -24.5,,]

min
h

Muestreo con reposicion

El valor b, que minimiza la varianza del estimador combinado para la media es una media
ponderada de los coeficientes de regresion /3, siendo las ponderaciones dadas por

2 zwhﬁh

h e h o .
w, = o 0O, >, de tal forma que se puede escribir b, = ~——— = f3_, pudiendo expresarse la
h

varianza minima como:

Vmin(‘frgc) = Zth nL'(szh + /)7020-;/ - 2/10@/1)

donde:

Para estimar el total, la varianza puede entonces expresarse en funcion de la
varianza para la estimacion de la media de la siguiente forma:

W%, )=r(ne, )= Nv(5, ) - NziW—”z-(ofh +b20%, = 2b,0,,)

o xyh
no My

pudiendo expresarse la varianza minima como:
~ / 1 _ _
2 2 2
Vil Xe) = N2 207 (2, + B2ty - 28,0,

que puede estimarse como:
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Comparacion de precisiones en los stimadores de regresion separado y combinado

Vamos a comparar las varianzas minimas de los estimadores de regresion separado y
combinado. Tenemos:

I/mm(Xrgc) me(Xrg_s) ZWZ( fh [S2 +BC2S§h _2BCSXY1’!]

ny,

Sy D5 s prsi, 26,50, )= Yl (B2 - 2)-20,(B. - 5,)5,]

h=1 n, h=1

Luego el estimador separado de regresion es mas preciso que el combinado. Ambos
tendran igual varianza cuando S, =6, Vh=1,..,L.
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6.1.

PROBLEMAS RESUELTOS

En un estudio para estimar el contenido total de azucar de una carga de naranjas, se pesd una
muestra de 10 naranjas, y se extrajo su jugo para pesar el contenido de azicar. Se obtuvieron los
siguientes resultados:

Naranja Contenido de azucar Peso de la naranja
1 0,021 0,40
2 0,030 0,48
3 0,025 0,43
4 0,022 0,42
5 0,033 0,50
6 0,027 0,46
7 0,019 0,39
8 0,021 0,41
9 0,023 0,42
10 0,025 0,44

1) Sabiendo que el peso de todas las naranjas es 1800, estimar el contenido total de aziicar de las
naranjas y su error de muestreo.

2) Estimar dichas varianzas y comparar la precision de este tipo de muestreo con la del muestreo
aleatorio simple. Seleccionar la muestra mas precisa.

Como disponemos de informacién de una variable adicional muy correlacionada con
la variable en estudio (o = 0,99), podemos realizar la estimacion del contenido total de
azucar de las naranjas utilizando el estimador del total basado en la razén. Mediante el
procedimiento Estadistica descriptiva de la opcion Andlisis de datos del ment Herramientas
(Figura 6-1), podemos calcular los estadisticos mas relevantes relativos a la variable en
estudio y a la variable adicional. La Figura 6-2 muestra los resultados.

Las férmulas para los célculos del estimador del total y de su error en la estimacion
por razén, V(X,) = N? ﬂ(ﬁf +RS? _2f&§w), se muestran en la Figura 6-3, y los resultados
" . ;

en la Figura 6-4.

A B | C 5] Estadistica descripti Calurnnat Colurnna2

1 |Maranja aricar Pesn Comelacifn F ca deseriptive mR

2 i[ 0521 04] 0,83090938] Entats i i

4 AP bty [REEM 3 Media 00246 Media 0435
] 4 ULilb IJI4' . - Cancelar | Error tipico 0,001384038 Error tipico 0,01118034]
5 TRy ECHATTERS ) feoas Mediana 0,024 Mediana 0425
il o oms o8 R = e || o 0,021 Moda 042
1] Bl 0027 DAl Desviacion estandar 0,004376706 Desviacion estandar 0,035355339
[N 7 QD18 03¢ Opcones de sakds Varianza de la muestra 1,91556E-05 Varianza de la muestra 0,00125
19" f ggj; ﬂj:, ® Rarno o sk [ B Curtasis -0,036561857 Curtnsis -0,367238095
1 IE 0005 044 ™ En ura boja ruee: Coeficiente de asimetria 0,784447173 Coeficiente de asimetria 0,707106781
17 £ En un oro nuevo Rango 0,014 Rango 0,11
13 PR Minirmo 0,019 | Minirmo 0,39

T e - -
14 o . - Mo 0,033 Maxima 05
= b e comfirza pora b maef 5 = 0 245I50ma A
16 WEEI : Cuenta 10 Cuenta 1
. 1
iz oo Nivel de confianza(35,0%)  0,003130908 Nivel de confianza(35,0%)  0,025291705
Figura 6-1 Figura 6-2
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6.2.

A|B|C D E F G H
| [Waranja | scicar Peso | Comelacion Cowarianza Razon Totalestimada | Yarianza
j 1 0021 04 =COEFDOECORRELEZENCZCH) |sCOWAREZEMCZCN) =SUMA[azlca)SUMAPesa) |=1800°Razdn  =1300"27(¥AR[azlcar)sRazdn"2 YAR[Peso)-2"RazdnCovatianza 10/3)HD
2 0 04
4 025 043
o4 e 042
b s 0033 08
{ & 0027046
g 03 03
=E] 0o 04
JLIE 00z 04
1T oos om
T
Figura 6-3
A B © D E F G H
1 |Naranja azicar Peso Correlacion Covarianza  Razon Total estimado Varianza
2 1/ 0,021 04 098080886 0000138 005685172 101,7931034 1,88265018]
3 2 003 048
4 3 0,025 043
& 4 0,022 042
B 5 0033 05
7 6 0,027 046
g 70018 039
9 g 0021 041
10 9 0,023 042
11 10, 0,025 044
Figura 6-4

Consideramos una poblacion de 500 individuos en la que esta definida la caracteristica
bidimensional (X7, Y7) que mide las ganancias mensuales en miles de euros de los varones (X)
y las mujeres (Y) con titulo universitario superior. Una muestra aleatoria simple de tamafio
80 proporciona los siguientes datos:

80 80 80 80 80

DX, =420 DY, =190 > X?=2284 > YP=512 > XY =1045
i=1 s i=1 s i=1 R i=1 y i=1

1) Estimar la razon de las ganancias mensuales femeninas respecto de las masculinas, su

sesgo y su error de muestreo. Estudiar la posible influencia del sesgo.

2) Se trata de estimar con y sin reposicion la media y el total de las ganancias mensuales
femeninas en la poblacion utilizando la informacion adicional de la variable ganancia
mensual masculina mediante un método de estimacion indirecta. ;Qué método indirecto
seria el mas adecuado? ;Por qué? Realizar las estimaciones de las ganancias femeninas
media y total mensuales mediante los métodos indirectos conocidos ordenandolos en
precision y sabiendo que la ganancia total masculina es 10000.

¢) Cuantificar la ganancia en precision respecto del muestreo aleatorio simple.

Tenemos:
. 1 80 1(& 2 R 1 (& 1730 Y
§? = DX =YX | |=1, §I= YP-—1 2% | |=0.768
’ n-1 i=1 IANEE ! n-1 i=1 AN
. 1 30 1/ & 80
S, = X,_Y,_——[ZXJ( Yij =0,6012
’ n-13 n\ i i=l

=13 x 2525 -
n

I | =

80
>'Y, =2375
i=1
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Estimar la razén de las ganancias mensuales femeninas respecto de las masculinas es
equivalente a estimar la razén de Y a X.

=Y _0452.
X

La razdén Y/X se estima mediante IAQ =

=<

El sesgo del estimador de la razén anterior se estima mediante:

~ \ (1-80/500)
5, )- 1=80/500

a5 (0,452-1-0,6012) = -0,0000568

By =12 (ks
nx

El error de muestreo del estimador de la razon se estima mediante:

6(R) = \/(l s RSf—2f{§Xy)=\/%/25520)(0,76&0,4522-1—2-0,452-0,6012)=0,0128
nx ’ -5,

Para ver si el sesgo del estimador de la razon es influyente hallamos el valor del sesgo

|B(R)| 0,00003568

= 0,004 < 0,1, por lo que el sesgo es despreciable.
0,0128 porod Boe P

relativo

Estimar la media y el total de las ganancias mensuales femeninas en la poblacién es
equivalente a estimar la media y el total de Y.

Para estudiar qué método de estimacion indirecta es el mas adecuado al estimar la
media y el total de Y utilizamos la recta de regresion de la variable en estudio Y sobre la
variable auxiliar )X, cuya ecuacion es:

A

y-—ry=-=
X

Observamos que la recta de regresion de Y sobre X tiene una ordenada en el origen
cercana a cero (comparada con los valores medios de X e Y), lo que indica que puede ser
razonable la estimacion indirecta de los parametros poblacionales utilizando estimacioén
basada en la razon. Ademas, el sesgo del estimador de la razén sera pequefio (como ya
hemos visto) porque la recta de regresion esta proxima a pasar por el origen. Evidentemente,
la estimacion indirecta basada en regresion sera la mas apropiada, como ocurre siempre.
Puede suceder que la estimacién indirecta basada en la diferencia sea la menos apropiada ya

que la pendiente de la recta de regresion no esta claro que se aproxime a la unidad.

La utilizacién de métodos indirectos de estimacion en todo el problema es

A

. . ., A X

apropiada, ya que el coeficiente de correlacion 0 = ——— = 0,7 es alto.
S.S y

Muestreo sin reposicion

Comenzamos realizando estimaciones para la media y el total de la variable en estudio Y
basadas en la razon de Y a la variable auxiliar X'y a su vez calculamos también las varianzas
de los estimadores.
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7ok =2 % 2045212900 904 ¥ -y =¥ x 2045210000 = 4520
X 500 X
(1=,
piy=4=0 (Sj 2§ Z2RS,, )= 8%00 (0,768+0,4522-1-2-0,452-0,6012) = 0,0073
n

V(¥)=N’ (l_—nf)(sj +R?S? - 21%§XY)= 500 -0,0073 = 1825

Ahora calculamos estimadores y varianzas basados en la regresion.

A

A — S _
Y, =y+b(X-X)=y+ szy (X -x)=2375+ 0’6012(150% - 5,25} =11,2427
I}rg = N?,,g =500-11,2427 = 5621,35
_80
Py =D g2 (1 p2) 2 500 6 768(1-0,72) = 0,004
n 80
V)= NV, (Y,) = 500" - 0,004 = 1000
Abhora calculamos estimadores y varianzas basados en la diferencia.
Y =D+ X=5-%+X=2375-525+ “5)830 ~17,125

Y =D, + X = N(7=%)+ NX = NY =500-17,125 = 8562,5
V(Y) =V(D+X)=V(D)= M(ﬁf_ +82-8,, ) = 0,009

n
V(Y) =V(D, +X)=V(D,)=N>¥(D)=500-0,009 = 2250

Ahora calculamos estimadores y varianzas para muestreo aleatorio simple.

2375 ¥, =NY, =500-2,375=1187,5

Y, =7
_80
P,y =1 g2 L~ 5000768 0,008
‘ n 80

P(¥.) = N*P(Y,) = 500% - 0,008 = 2000

Se observa que la menor varianza la presenta el estimador basado en la regresion,
seguido del estimador basado en la razon, el estimador aleatorio simple y el estimador
basado en la diferencia. Estos resultados coinciden con los especificados al principio del
problema basados en la recta de regresion.
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El estimador basado en la razén mejora al aleatorio simple si se cumple 0

o

op

oS, Joers

Por lo tanto, el muestreo basado en la razén es mas preciso que el aleatorio simple. Ello
implica que el muestreo basado en la regresion también es mas preciso que el aleatorio simple.
Sin embargo, ya hemos visto que el muestreo por diferencia es ligeramente menos preciso que el
aleatorio simple.

0,7=p> 0,452 =0,5157

>

16,
2

La ganancia en precision del estimador de regresion sobre el aleatorio simple es G =
(0,008/0,004 - 1)100 = 100%.

La ganancia en precision del estimador de razén sobre el aleatorio simple es G =
(0,008/0,0073-1)100 = 9,5%.

La ganancia en precision del estimador aleatorio simple sobre el de diferencia es G =
(0,009/0,008-1)100 = 12,5%.

Muestreo con reposicion

Las estimaciones de la media y total valen lo mismo que en muestreo sin reposicion.
Calculamos las estimaciones de las varianzas de los estimadores para estimacion indirecta
por razon.

V(Y) = —( +R S2 ~2RS ) 0,00869
n
5 1 a2 D2 G2 D
V()= —(Sy +R°S; —2RSXY)=2172,5
n
Ahora estimamos varianzas basadas en la regresion.

min

v, (? ) = —S (1 - /32)= 81—00,768(1 -0,7%) = 0,00476

Vi, )=N2 7, (Y.,) = 5007 -0,00476 = 11900
Ahora estimamos varianzas basadas en la diferencia.

2~ A — ~ 1(~ A A
V() =V(D+T)=V(D) = (534525, )= 00107

V(¥) =V (D, +X)=V(D,)=NV(D) =500 00107 = 2675
Ahora estimamos varianzas para muestreo aleatorio simple.
P, = —52 - L 0,768 = 0,0096

80

V(Y,)= N2V(Yas) = 5007 - 0,0096 = 2400
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6.3.

Se observa que la menor varianza la presenta el estimador basado en la regresion,
seguido del estimador basado en la razon, el estimador aleatorio simple y el estimador
basado en la diferencia. Estos resultados presentan varianzas mayores que en el caso de sin
reposicion para todos los estimadores, ya que el muestreo con reposicion es menos preciso
que el muestreo sin reposicion.

La ganancia en precision del estimador de regresion sobre el aleatorio simple es G =
(0,0096/0,00476-1)100 = 101,6%.

La ganancia en precision del estimador de razén sobre el aleatorio simple es G =
(0,0096/0,00869- 1)100 = 10,47%.

La ganancia en precision del estimador aleatorio simple sobre el de diferencia es G =
(0,0107/0,0096 - 1)100 = 11,45%.

Se observa que la utilizacion del método indirecto de estimacién basado en la
regresion mejora fuertemente la estimacion aleatoria simple, y que la utilizacion del método
indirecto de estimacion basado en la razén mejora levemente la estimacion aleatoria simple.
Las ganancias en precision se han acentuado levemente respecto del muestreo sin reposicion.
El método indirecto de la diferencia es ligeramente peor que el aleatorio simple; sin
embargo, la ganancia en precision del aleatorio simple sobre la estimacion por diferencia
disminuye al considerar reposicion.

De los N = 750 trabajadores de una fabrica se conoce que el nimero medio de dias anuales de
ausencia del trabajo sin justificar para las mujeres (variable X) es 10 y para los hombres
(variable Y) es 8. Se sabe que el error cometido al cuantificar la media de la variable X es 2500
y que la razon de la covarianza de X e Y a la varianza de X es 0,6. Determinar a partir de qué
tamafio muestral el sesgo del estimador de la razoén Y/X es despreciable utilizando muestreo sin
y con reposicion. ;Qué método de estimacion indirecta seria el mas adecuado a utilizar sobre
muestras de esta poblacion?

Determinar a partir de qué tamafio muestral el sesgo del estimador de la razéon Y/X es
despreciable utilizando muestreo sin y con reposicion. ;Qué método de estimacion indirecta

seria el mas adecuado a utilizar sobre muestras de esta poblacién?

El enunciado del problema nos da como datos:

— o
X=10, Y=8, 02=2500 y —2=0,6
(o)

R
De la condicion de que el sesgo relativo (]%) sea menor que un décimo se
O
2 750~100~EO2500
. N-100-S 749
obtiene que 5 > —— X - =577.
NX? +100S 750

750-10% +100-"—2500
749
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6.4.

En caso de muestreo con reposicion la misma condicion de sesgo relativo menor que un

o’ 2500

)_(XZ = IOOTO =2500, que sobrepasa el tamafio poblacional (con

décimo nos llevaa n =100

los datos del problema nunca podria ser el sesgo despreciable).

S, _
S; (.X - X)
= y-8=0,6(x-10)= y =0,6x+ 2, lo que indica que la estimacion por razén podria

La recta de regresion de Y sobre X tiene de ecuaciéon y -y =

ser adecuada al no ser demasiado grande la ordenada en el origen. La estimacion por
regresion siempre es el método mas adecuado. La pendiente de la recta no es unitaria, con lo
que no es muy apropiada la estimacion por diferencia.

Para estudiar el grado medio de implantacion de un determinado cultivo en una region se obtuvo
una muestra de 100 fincas para las que se midio la superficie dedicada al cultivo en estudio
(variable X) y su superficie total (variable Y), obteniéndose los datos que se presentan en la tabla
adjunta. Se pide:

1°) A la vista de la informacion, justificar si serd adecuado el uso de los métodos indirectos de
muestreo respecto del muestreo aleatorio simple y estudiar qué métodos seran los mas adecuados
expresandolos por orden de preferencia. Hallar los errores relativos de muestreo para los
diferentes métodos cuantificando sesgos y ganancias en precision y razonando adecuadamente
los resultados. Contrastar también los resultados obtenidos considerando muestreo con reposicion
y sin reposicion.

2°) Dada la estructura de las fincas se considerd conveniente realizar una estratificacion segtin la
variable superficie total de la fincas. Se consideraron dos estratos relativos a fincas de superficie
total superior a una hectarea y a fincas de superficie total menor o igual que una hectarea. Los
datos obtenidos también se presentan en la tabla adjunta. A la vista de esta informacion, justificar
si seran adecuados los métodos de estimacion indirecta con estratificacion y cual de entre ellos
puede resultar mejor. Hallar los errores relativos de muestreo para los diferentes métodos de
estimacion con muestreo estratificado cuantificando sesgos y ganancias en precision y razonando
adecuadamente los resultados. Contrastar también los resultados obtenidos considerando
muestreo con reposicion y sin reposicion.

Superficie P S _ _
Estratos N S S X n
de IaS ﬁncas h yh xh p xyh y h h h
1 0-1H¢ 1580 [ 2055 | 312 [ 0.62 | 82.5 [19.4 | 70
2 > 1Ht 430 | 7357 1922 | 0.3 |244.8 |51.6 | 30
Poblacion 7619 | 620 | 0.67

Se trata de estimar con y sin reposicion la media y el total de Y utilizando la informacion
adicional de la variable X mediante un método de estimacién indirecta. ;Qué método
indirecto seria el mas adecuado? ;Por qué? Realizar las estimaciones de media y total
mediante los métodos indirectos conocidos ordenandolos en precision y sabiendo que el total
de X es 10000.
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Tenemos como dato que

x>y
indirectos de estimacion en todo el problema es apropiada, ya que el coeficiente de
correlacion estimado es alto.

Para estudiar qué método de estimacion indirecta es el més adecuado al estimar la
superficie dedicada al cultivo (variable X) en las fincas utilizamos la recta de regresion de la
variable en estudio X sobre la variable auxiliar Y superficie total de las fincas, cuya ecuacion
es:

§ 1453
X—% 3= 11728 = 1 =019y +4
52 7619
2 N N 1 4
X=) WX, =—1X +—=%X, = 58019,4+ 30 51,63 = 26,3
h=] N N 2010 2010
2 N N 1580 430
7=SWy =5 125 %0564 T2 94485211728
4 ,,Z WD =N TN 2 T 5010 2010

S, =0.8.8, =0,67/620J7619 = 1453  R=2- % = 0,224
y o,

Observamos que la recta de regresion de X sobre Y tiene una ordenada en el origen que
no se anula, pero es pequefia (comparada con los valores medios de X ¢ Y), lo que indica que
puede ser razonable la estimacion indirecta de los parametros poblacionales utilizando estimacion
basada en la razéon. Ademas el sesgo del estimador de la razon serd pequefio porque la recta de
regresion esta proxima a pasar por el origen. Evidentemente, la estimacion indirecta basada en
regresion serd la mas apropiada, como ocurre siempre. La estimacion indirecta basada en la
diferencia sera la menos apropiada, ya que la pendiente de la recta de regresion no se aproxima a
la unidad.

A

y

A

. C
0,67=,0>——"=
CX

147619 26,30
2 4620 117,28

Por lo tanto, el muestreo basado en la razén es mas preciso que el aleatorio simple. Ello
implica que el muestreo basado en la regresion también es mas preciso que el aleatorio simple. Sin
embargo, ya hemos razonado que el muestreo por diferencia probablemente sera menos preciso
que el aleatorio simple, y, por tanto, también serd menos preciso que la estimacion por razén y
regresion. Vamos a realizar los calculos de varianzas.

LR =

= 0,393

Muestreo sin reposicion

Comenzamos hallando el error para la estimacion de la media (grado medio de implantacion
del cultivo medido a través de la superficie dedicada al cultivo) de la variable en estudio X
basada en la razon de X a la variable auxiliar Y.
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100
P = U (52 4 2252 288, )= — 2010 (6204 0,224 - 7619 2-0,224-1453) = 3335
n ! o 100

Ahora estimamos el error del estimador de la media basado en la regresion.

_ 100
(%) =D g2 ) - — 2000 620(1-0,67*) - 3.24
n

Ahora estimamos el error del estimador de la media basado en la diferencia.
100
~ A — ~ 1- ~ ~ ~ -
YD) =r(D+7) =Dy =152 4 §2-84)- %(Qm 7619-1453) = 64,4
n

Ahora estimamos el error del estimador de la media en el aleatorio simple.
_ 100
2010

Py g L 100 50589
" 100

Se observa que la menor varianza la presenta el estimador basado en la regresion,
seguido del estimador basado en la razon, el estimador aleatorio simple y el estimador
basado en la diferencia. Estos resultados coinciden con los especificados al principio del
problema basados en la recta de regresion.

La ganancia en precision del estimador de regresion sobre el aleatorio simple es G =
(5,89/3,24-1)100 = 81,8%.

La ganancia en precision del estimador de razén sobre el aleatorio simple es G =
(5,89/3,335-1)100 = 76,6%.

La ganancia en precision del estimador de regresion sobre el de razén es G =
(3,335/3,24-1)100 = 2,9%.

En cuanto a la estimacion del sesgo de estimador de la razon tenemos:

100

A A (1= AA A -
BRy="L"D(Rs2 _§ )= — 2010 (0224.7619 - 1453)= 0,02
np? 100-117,28

Este sesgo resulta despreciable porque 0,02/3,335 = 0,006 < 1/10.

Muestreo con reposicion

Comenzamos estimando el error del estimador de la media de la variable en estudio
X basado en la razon de X a la variable auxiliar Y.

P(X) = L(87 + 287 -2RS, )- ﬁ (620 +0,2247 7619 -2-0,224-1453) = 351
n

Ahora estimamos el error del estimador de la media basado en regresion.
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A

4

min

1

(X,)=—82(1-p*)= 56200067 =341

I |~

Ahora estimamos el error del estimador de la media basado en diferencia.
5 AL A l(c2 a2 & 1
V(X)=V(D+Y)=V(D)=—\S; +S, -S4 )= @(620+ 7619 -1453) = 67,78
n

Ahora estimamos el error del estimador de la media en el aleatorio simple.

Se observa que la menor varianza la presenta el estimador basado en la regresion,
seguido del estimador basado en la razdn, el estimador aleatorio simple y el estimador
basado en la diferencia. Estos resultados son superiores a los correspondientes a muestreo
sin reposicion debido a que el muestreo con reposicion es menos preciso.

El sesgo del estimador de la razon se estima mediante:

A 1 (r2, =& (1-600/1500)
B(R)=—(RS?-S,, |= 2-7-3,75)=0,0005
(&) n)72( g ”) 600-5,58” ( )

Consideramos ahora la estratificacion en dos estratos segun la superficie total de las
fincas, y vamos a considerar las estimaciones separada y combinada para la media en razén
y regresion para calcular sus errores de muestreo y sus sesgos.

Comenzaremos determinando valores necesarios en todos los célculos posteriores, como
son: W;=1580/2010 = 0,786, W,=430/2010 = 0,214, fi=70/100 = 0,7, o= 30/100 = 0,3, Iél =
19,40/82,56=0,235, R, =51,63244,85=021, S, = p,S.S, =4964y S, = p,,S.S, =7813.

Estimador combinado de la razon

La estimacion combinada de la varianza del estimador de la media para muestreo sin

A L 2
reposicion sera (X, )= ZM (Sﬂh +RS* -2R Sxyh =1,51593.
h n V

h

El sesgo del estimador combinado para la media puede estimarse como:

N Lwi(1- A 5 =
B(X,.)= %%}J”)(RS; -Sw )=O,83/ Y . Las operaciones a realizar son:
h

Pero Y se estima por y=117,2 = B(X,.) =0,83/117,2=0,007.
La estimacion de la varianza de la media para muestreo con reposicion sera:
L 2

PR =3 e ($2 4 2852~ 2R, )= 31375,
T

n,
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Para muestreo con reposicion el sesgo puede estimarse como:

—h_|RS2 - S’m)=1.00456/17

Pero Y se estima por y=117,2= B(X ) =1,00456/117,2 = 0,0085.

Estimador separado de la razon

La estimacion de la varianza del estimador de la media para muestreo sin reposicion sera:

A A L W2 - ~ P A A

V(XRS ) = Z M(th + R;Syzh - 2Rthyh )= 1’49'
h

n,
El valor del sesgo del estimador simple o separado sin reposicion puede estimarse
A L W 1 ~ A — = . .
como: B(X )= z ( th) (Rthh —Sm) =0,0029. Y | e Y se estimardn mediante y
h

nhh

e y, respectivamente. Los calculos a realizar serian:

La varianza del estimador separado de la media para muestreo con reposicion puede
L 2
estimarse como p(X, ) = Zﬁ (th ¥ ﬁ;ﬁyzh ) fzhﬁxyh) =3,09792.
h n

h

Para muestreo con reposicion la expresion del sesgo puede estimarse como:
. LW,
B(Xp)=),

LA (R S2 - SXYh)=o,oo33.
h n,Y,

Estimador combinado en regresion

La estimacion de la varianza minima del estimador de la media viene expresada en muestreo
sin reposicion por la expresion:

mm( r) ZWZ (Ax /iZSA'}%h_zﬁiAxyh)

donde:
N a)h h W2 1_ ~ A A§
B. =——016155 con ), =M-S§h y Bi="7
. n, S
2P,
h

Calculado EC ya podemos hallar el valor de la varianza minima mediante:

i A
MEME ZW21 i (th+/3 $2,-2B.8,,)=1.46407.

cxyh
h

La estimacion de la varianza minima del estimador de la media viene expresada en
muestreo con reposicion por la expresion:
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I}min(frgc) = thz L(th + /izgyzh =265,

h ny,
donde:
L ~
. Zh:whﬂh A pyhz “ R S’xyh
B. =-——=0,18977 con o, S ¥ Br="
Zcbh h vh
h

A L 1 A 2 A A A
7 2 2 2 82
Vmil’l(xrgc) = ;I/Vh . -(th + /J’c Syh —2/)’chyh =3,10321.
Estimador separado en regresion

La estimacion de la varianza minima del estimador de la media viene expresada en muestreo
sin reposicion por la expresion:

A A A A A L
o5 ) =S ol L st cap s =S s (1 52 <1400
h n

h h n,

La estimacion de la varianza minima del estimador de la media viene expresada en
muestreo con reposicion por la expresion:

L
V(%)= D7 (S v 582 —28,8.,)= ZW2 L5 (1= pron) = 297591

h h

Resumiendo resultados tenemos:

SIN REPOSICION — 1,49

SEPARADA i
CON REPOSICION — 3,09792

RAZON )
SIN REPOSICION —1,51593

COMBINADA )
CON REPOSICION — 3,1375

ESTRATIFICADO )
SIN REPOSICION — 1,40509

CON REPOSICION — 2,97591
SIN REPOSICION — 1,46407
CON REPOSICION — 310321

SEPARADA{
REGRESION

C OMBINADA{

.. _[SIN REPOSICION — 3,335
RAZON ,
CON REPOSICION — 3,51

SIN ESTRATIFICAR )
SIN REPOSICION — 3,24

CON REPOSICION — 3,41

REGRESION{
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6.5. En una determinada comunidad se intenta estudiar el cambio relativo en el valor catastral de
los bienes inmuebles en los dos ultimos afios. Se selecciona una muestra irrestricta aleatoria
de n = 20 inmuebles de entre los N = 1000 de la comunidad. De los registros fiscales se
obtiene el valor catastral para este afio (X) o valor actual y el valor correspondiente de hace
dos afios (Y) o valor calculado, de cada una de las » = 20 casas incluidas en la muestra. Se
desea estimar R, el cambio relativo en el valor catastral para los N = 1000 inmuebles de la
comunidad, usando la informacion contenida en la muestra.

Casa Valor calculadc Valor actual
Vi X Yi ? X i2 Xi)Vi
1 6,7 7,1 44,89 50,41 47,57
2 8.2 8.4 67,24 70,56 68,88
3 7.9 8.2 62,41 67,24 74,78
4 6,4 6,9 40,96 47,61 44,16
5 8.3 8.4 68,89 70,56 69,72
6 7,2 7,9 51,84 62,41 56,88
7 6 6,5 36 42,24 39
8 7,4 7,6 54,76 57,76 56,24
9 8,1 8.9 65,61 79,21 72,09
10 9.3 9,9 86,49 98,01 92,07
11 8.2 9,1 67,24 82,81 74,62
12 6.8 7,3 46,24 53,29 49,64
13 7,4 7,8 54,76 60,84 57,72
14 7,5 8.3 56,25 68,89 62,25
15 8.3 8.9 68,89 79,21 73,87
16 9,1 9,6 82,81 92,16 87,36
17 8.6 8.7 73,96 75,69 74,82
18 7,9 8.8 62,41 77,44 69,52
19 6.3 7 39,69 49 441
20 8.9 9.4 79,21 88,36 83,66
Total 154,5 164,7 1210,55 1373,71 1288.,95

La estimacion del cambio relativo R en el valor catastral desde hace dos afios se

obtiene mediante el estimador de razén siguiente:

é=£=z=;x' 164,7
Y »y y, 154,5
i=1
Afa\ 1=f (a P oA 1-f
V(R)= ?zi ( 3+R2S}2 _ZRSW)=WHJ(_I)

Como Y’ no se conoce, se estima mediante y°. Tenemos:

o[ 1-20/100
(k)= 2
(154,5/20)*(20)(19)

-{i){fﬂ%zixz—zkimx}

[1373,71+1,07% (1210,55) - 2(1,07)1288,95]= 0,0001
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6.6.

Por tanto, el error de muestreo es é(l%)= \H}iﬁ ' =,/0,0001 =0,01.

El error relativo de muestreo sera:

CAV(A)=&4(1%) _ 0,01

A

=0,0093 =1%
R 1,07

Como el cambio relativo del valor catastral de los inmuebles se ha estimado en 1,07,
la subida en los dos ultimos afios se estima que es del 7%, con un error del 1%.

Una compaiiia desea estimar la cantidad promedio de dinero w4, pagado a los empleados por
gastos médicos durante los tres primeros meses del afio en curso. Los resultados del
promedio por trimestres u, estan disponibles en los informes fiscales del afio anterior. Una
muestra aleatoria de 100 registros de empleados se selecciond de una poblaciéon de 1000
empleados. Los resultados de la muestra se resumen a continuacion:

n =100, N=1000

100
Total para el trimestre actual: le. =1750

i=1

100

Total para el trimestre correspondiente del afio anterior: z v, =1200
=)

1000
Total poblacional para el trimestre correspondiente del afio anterior z y; =12500

i=1

100 100 100
D x}=31650 >yl =15620 > y.x, =2205935.

i=1 i=1 i=1
Usar los datos para estimar g, y establecer un limite para el error de estimacion.

Como tenemos informacion de una variable auxiliar Y, la utilizaremos para realizar una
estimacion indirecta de X basada en la razon de X a Y. Tenemos:

100

S
7 RV - f; 12500 _ 175012500 _
Z 1000 1200 1000

X, =%, = 18,23

< | =l

i=1

El error para la estimacion anterior se estima mediante:

A D 1 —Afm ~ An A A A ) ]7_‘1" n . o
V(X,) = T(Si +R*S] -2RS, | = n(n_l){ZX,HRZ;YE—zRZXm
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6.7.

100

Pr)= — 1000 | 31650, [ 1750} 560021750 05050 35| — 0,0441
100(100 1) 1200 1200

Un limite para el error de estimacion al 95% serd 2 4/ I}(f 2)=0,42.

Hemos estimado que la cantidad promedio de dinero pagado a los empleados por
gastos médicos es 18,23 unidades monetarias y tenemos una confianza alta de que el error
cometido no supera las 0,42 unidades monetarias.

Se trata de realizar un estudio sobre las granjas de cerdos en una determinada comarca
analizando una muestra obtenida en 10 municipios. Para ello se estratifica la comarca en dos
zonas, una de secano y otra de regadio. En cada zona se mide el numero de granjas existente
(variable X) y el nimero de cerdos (variable Y) por municipios muestrales. Se obtienen los
siguientes datos:

Zona Secano Regadio
Fraccion de muestreo 10% 20%
Numero de granjas 71 182
Municipio muestral |1 2 3 411 2 3 4 5 6
X 1321|586 7 65
Y 10 25 22 11 | 55 90 61 77 66 51

Se pide:

1) Estimar de la forma mds eficiente posible el nimero total de cerdos y el promedio de
cerdos por granja en el supuesto de que la seleccion de los municipios de la muestra haya
sido con reposicion. Razonar la eleccion de los estimadores.

2) Hallar el tamafio muestral necesario para cometer un error del 10% al estimar el nimero
total de cerdos mediante muestreo estratificado con afijacion proporcional al nimero de
granjas existentes en cada municipio y realizar la afijacion.

Sean:

Xy= Numero de granjas de cerdos existentes en el municipio muestral i-ésimo del estrato h-
ésimo.

Y= Numero de cerdos existentes en el conjunto de explotaciones ganaderas del municipio
muestral i-ésimo del estrato /-ésimo.

Tenemos:
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Vamos a estimar el nimero total de cerdos en las granjas y sus errores absoluto y
relativo de muestreo mediante muestreo estratificado como sigue:

2
P=S'N 5, =NF +N.5 =4010+25+22+11+3055+90+61+77+66+51=2780
W 2 )
= 4 6
A & S? S? S? 1 1
V(Y)=Y N; =% =40" == +30° % = 40° 761 3023005 _ 75665
=y 4 6 4 6

S2 =761
$ =3, -5 = ;. G(V) =V (¥) = /7566,5 =87
n,-15 $%, =305

J6357,67
Cv(¥) = U(Y) 87 _ 2L 20,0312 (3,12%)
72780 2780

Para estimar el promedio de cerdos por explotacion ganadera utilizamos el estimador de
razén de Y a X (también puede usarse razon separada o combinada).

. SN,y
1%=£=; e 2780 2780 oo
A 2 b
X ZNh)_Ch 401+213+1+305+8+627+6+5 255
h=1

Tomaremos 11 cabezas de ganado en promedio por cada explotacion ganadera.

V(R)——(SZ+R S _2RS )= ! (795,51+112-6,26—2-11-70,2)=0,004426
"7 10(4,4)

CV(R) = ”;R) VO’O]OI4426 - 0,006 (0,6%)

El muestral para afijacion proporcional con reposicion para un error relativo del 5%
al estimar el total de cabezas de ganado se halla despejando # en la expresion:

N& .
| NS \/253(71 7,61+182-30,15)
h=1

= =>n=20
2780 2780

La afijacion sera n; = (20/253)71 = 6 y n, = (20/253)182 = 14 (6 municipios del
estrato 1 y 14 municipios el estrato 2).
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6.8.

Se trata de estudiar el ganado ovino en una determinada comarca en la que existen seis
majadas. Para ello se estratifica la comarca en dos zonas, una de secano a la que corresponden
tres majadas y otra de regadio a la que corresponden las otras tres majadas. En cada majada se
mide el nimero de ovejas (variable X) y su superficie en unidades cuadradas (variable Y), y se
obtienen los siguientes datos:

Estrato1l Estrato 2
Xli )Ili X2i Y2i
2 1 5 4
4 2 7 5
5 3 12 6

A la vista de la informacion, analizar la precision de todos los métodos indirectos de
estimacion que se utilizan en estratificacion cuando se trata de estimar el nimero medio de
ovejas por majada utilizando la informacion adicional de la variable auxiliar Y. Razonar
adecuadamente los resultados. Contrastar también estos resultados con las precisiones
obtenidas considerando métodos de estimacion indirecta sin estratificacion. Emplear también
métodos directos de estimacion para la variable en estudio sin utilizar la variable de apoyo.

Los métodos de estimacidon indirecta son perfectamente aplicables en este caso porque el
coeficiente de correlacidn entre la variable en estudio X'y la variable auxiliar ¥ es muy alto (0,9).

A partir de los datos del problema se puede construir la siguiente tabla:

Estrato | N, | W, | S. |Sy2h | )?h |)7/7 S i | S |”/7
1 3 (1/217/3 ) 1 [11/3 ]2 [|3/2]2/3]2
2 3 [1/213 1 |8 517/212/3]2

A continuacion se calculan las varianzas del estimador de la media para los distintos
métodos de estimacion directos e indirectos y estratificados y sin estratificar.

2

S
Aleatorio simple =V, (x)=(1- f)—=0,98
n

2 S2
Estratificado — V,(X) =Y W} (1- f,)—%=0,63
h=1 n

h

Razon = V,(3) ==L (s> L 5> 2RS. )= 0151296
n

2 2R S )=0,189

yh h™ xyh

r = 3 2 (1 ~ fh) 2 2
Razon separada — V,(X) = Z w, —(th +R,S
h=1 n
. . - . 2 (1 - fh) 2 2Q2
Razon combinada — V(X) = ZW,, —(th +R°S), - 2RSxyh)= 0,1759
n

h=1

2
Regresion =V, (x)=(1 —f)S—"(l -p?)=015119
n
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2 1 —
Regresion separada —V,(x) = Y W} M(th + 6,85, =285, ) =0,0347
n .

h=1
.y . = 2 2 (1 — fh) 2 n2Q2 n
Regresion combinada — Vy(X) = ZWh —(th + B8, - 2ﬁchyh)= 0,118
n

h=1

Diferencia — v,(x) = 1=1) (s> + 52 _25_)=0,28833
- ,

En cuanto a los métodos no estratificados, se observa que la estimacion optima la
produce el método indirecto basado en la regresion, resultado que siempre se cumple.

El siguiente método en precision es la estimacion indirecta por razon, que presenta
una precision muy similar a la estimacidén por regresion (apenas un 0,07% de ganancia en
precision para regresion).

La estimacion indirecta por diferencia también es aceptable, aunque es el método de
estimacién indirecta menos preciso en este caso. Por otra parte, el muestreo aleatorio simple
presenta una precision muy inferior a cualquier método indirecto.

Ello nos lleva a concluir que en este problema es importante la consideracion de los
métodos indirectos de estimacion.

Si analizamos la recta de regresion de la variable en estudio X respecto de la variable
auxiliar Y, que tiene de ecuaciéon x = 1,6y — 0,06, vemos que practicamente pasa por el
origen, razon por la cual el estimador por razoén es muy preciso.

Ademas, la pendiente de la recta no esta lejos de la unidad, con lo que la estimacién
indirecta por diferencia puede resultar también apropiada.

Por otra parte se cumple:

1.8,
09=p>—R-2 =045
27 s

X

lo que indica que el muestreo aleatorio simple va a ser bastante menos preciso que el método
de estimacion por razén.

Al introducir la estratificacion se obtiene buena mejora en la estimacion indirecta
por regresion separada y no tanto en la combinada (que ya sabemos que siempre es peor que
la separada).

En cuanto a la estratificacion por razdn, se obtienen peores precisiones que cuando
se usa razon sin estratificar. Por lo tanto, la estimacion estratificada basada en la razon no es
conveniente. De todas formas, la estimacion por razon combinada resulta aqui mas precisa que
la estimacidn por razon separada.
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6.9.

Antes del ingreso en un centro educativo se hizo un examen de conocimientos matematicos a
486 estudiantes. Se selecciond una muestra irrestricta aleatoria de » = 10 estudiantes y se
observaron sus progresos en calculo mediante una prueba de conocimientos cuyas
calificaciones constituyen la variable Y. Mas adelante se observaron sus calificaciones
finales en calculo mediante la variable X. Los datos se recogen en la tabla siguiente:

Estudiante X y
1 39 65
2 43 78
3 21 52
4 64 82
5 57 92
6 47 89
7 28 73
8 75 98
9 34 56
10 52 75

Se sabe que la calificacién media de la prueba de conocimientos para los 486 estudiantes que
presentaron el examen es 52. Estimar la calificacion final media en célculo para esta
poblacidn, y establecer un limite para el error de estimacion.

A fin de aprovechar la informacion adicional de la variable Y, para estimar la media de X
utilizaremos el método de estimacion indirecta mas preciso, que es el estimador por
regresion. Podemos resumir las estimaciones por regresion como sigue:

x,=x+b,(V-7)

Del enunciado del problema sabemos que Y = 52, y de los datos de la tabla se
deduce que x = 76 e y= 46. Para calcular el estimador por regresion s6lo nos faltaria

estimar b, . Tenemos:

s
=

) >, -x)Y, - 7) ) 2 XY, iy _ 36,854~ 10(46)(76) _
7 Sy 23634-10046)

cQ“)
1
>
1
[

0,766

>
~
Sy
NS
|

y

El estimador por regresion sera entonces:

X, =x+b,(V - 7)=176+0,766(52 - 46) = 80

rg

. 1-7) - X
La varianzas minima estimada sera V,; (X,,) = ( f) -S? ( -0’ ) =74 yel
n

limite para el error de estimacion al 95% es 2,/ I}min (x,,) =54.



Muestreo por métodos indirectos. Razén, regresion y diferencia 269

6.10. Los auditores frecuentemente estan interesados en comparar el valor intervenido de los
articulos con el valor asentado en los libros. Generalmente, los valores en los libros son
conocidos para cada articulo en la poblacion, y los valores intervenidos son obtenidos con
una muestra de esos articulos. Los valores en el libro entonces pueden utilizarse para obtener
una buena estimacion del valor intervenido total o promedio para la poblacion. Supongase
que una poblacion contiene 180 articulos inventariados con un valor establecido en el libro
de $13,320. Denotar por y; el valor en el libro y por x; el valor intervenido del i-ésimo
articulo. Una muestra irrestricta aleatoria de » = 10 articulos produce los resultados que se
muestran en la tabla adjunta. Estimar el valor intervenido medio por el método de diferencia
asi como el error cometido. Realizar las mismas estimaciones pero usando un estimador de
regresion y un estimador de razon.

Muestra ~ Valor intervenido Valor en el libro d;
Xj Yi

1 9 10 -1
2 14 12 2
3 7 8 -1
4 29 26 3
5 45 47 -2
6 109 112 -3
7 40 36 4
8 238 240 -2
9 60 59 1
10 170 167

La estimacion por diferencia se realiza de la siguiente forma:
X=X-74Y =D+V=(21-71,7)+ 74 =744

La estimacion de la varianza viene dada por:
A& 1- A ~ A
V(X)= —f(Sj +82-28 )= 0,59
n

La estimacion por regresion se realiza de la siguiente forma:

X, =%+b,(V - 7)=72.1+0,99(74 - 71,7) = 74,38

g

n

2 (X, =¥, -5) ZX"Y" ~™ 10s881-10071L,7)(72])

E _ Tl _ 106,003 —10(71,7)?
RS D VAT

2
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La varianzas minima estimada serd V (%)= (1 — f) . S’f (1 -0’ ) =2,24.

min

La estimacion por regresion se realiza de la siguiente forma:

Xy kv =22 74744
y 717

La varianza puede estimarse como sigue:

PX,) = l;f(Aj LR35 C2RS, ) nin‘_fl) [ﬁxﬁ LRy Y —21%2)(,.2}0,66




Muestreo por métodos indirectos. Razon, regresion y diferencia 271

6.1.

6.2.

EJERCICIOS PROPUESTOS

Sobre una poblacion de 500 unidades esta definida un caracteristica bidimensional (X; Y).
Una muestra aleatoria simple de tamafio 80 proporciona los siguientes datos:

80 80 80 80 80

DX, =420 DY, =190 D> X?=2284 D Y?=512 ) XY, =1045

-1 , il , el , el y il
a) Estimar el sesgo y el error de muestreo de la razén de la variable Y a la variable X. ;Se
trata de un sesgo influyente para estimaciones indirectas basadas en la razon?

b) Se trata de estimar con y sin reposicion la media y el total de Y utilizando la informacion
adicional de la variable X mediante un método de estimacion indirecta. ;Qué método
indirecto seria el mas adecuado? ;Por qué? Realizar las estimaciones de media y total
mediante los métodos indirectos conocidos ordendndolos en precision y sabiendo que el total
de X es 10000.

c¢) (Habré ganancia en precision respecto del muestreo aleatorio simple? Cuantificarla.

Una empresa esta interesada en estimar el total de ganancias por las ventas de televisiones de
color al final de un periodo de tres meses (variable Y). Se tienen cifras del total de ganancias
de todas las sucursales de la empresa para el periodo de tres meses correspondiente del afio
anterior (variable X). Se selecciona una muestra irrestricta aleatoria de 13 sucursales de entre
las 123 de la empresa. Usando un estimador de razon, estimar el total de ganancias por las
ventas de televisiones de color al final de un periodo de tres meses y establecer un limite
para el error de estimacion. Usar los datos de la tabla adjunta, y considerar que la media
poblacional de la variable X vale 128,200.

Oficina Datos de tres meses Datos de tres meses
del afio anterior, Xi del afio actual, Yi
1 550 610
2 720 780
3 1500 1600
4 1020 1030
5 620 600
6 980 1050
7 928 977
8 1200 1440
9 1350 1570
10 1750 2210
11 670 980
12 729 865
13 1530 1710

Estimar también las ganancias medias para las oficinas de la empresa y establecer un limite
para el error de estimacion.
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6.3.

6.4.

Una empresa industrial elabora un producto que es empaquetado, para propodsitos de
mercado, en dos marcas comerciales. Estas dos marcas sirven como estratos para estimar el
volumen potencial de ventas para el trimestre siguiente. Una muestra irrestricta aleatoria de
clientes para cada marca es entrevistada para proporcionar una cantidad potencial Y de
ventas (en numero de unidades) para el proximo trimestre. La cifra de las ventas verdaderas
del afio pasado, para el mismo trimestre, estd disponible para cada uno de los clientes
muestreados y se denota por X. Los datos se presentan en la tabla anexa. La muestra para la
marca I fue tomada de una lista de 120 clientes, para quienes el total de ventas en el mismo
trimestre del afio pasado fue de 24500 unidades. La muestra de la marca II viene de 180
clientes, con un total trimestral de ventas para el afio pasado de 21000 unidades. Hallar una
estimacién de razén del total potencial de ventas para el préximo trimestre. Estime la
varianza de su estimador.

Marca I Marca II
Xi Yi Xi Yi
204 210 137 150
143 160 189 200
82 75 119 125
256 280 63 60
275 300 103 110
198 190 107 100
159 180
63 75
87 90

Se estima el ingreso nacional para 1981 mediante una muestra de » = 10 industrias que
declaran sus ingresos de 1981 antes que las 35 restantes. Se dispone de los datos del ingreso
de 1980 para las 45 industrias y los totales son 2174,2 (en miles de millones). Los datos se
presentan en la tabla adjunta.

Industria 1980 1981
Productos de fabricas textiles 13,6 14,5
Productos quimicos y relacionados 37,7 42,7
Madera aserrada y lefia 15,2 15,1
Equipo eléctrico y electronico 48,4 53,6
Vehiculos automotores y equipo 19,6 25,4
Transporte y almacenaje 33,5 35,9
Banca 44.4 48,5
Bienes raices 198,3 221,2
Servicios de salud 99,2 114
Servicios de educacion 15,4 17

a) Hallar un estimador de razén del ingreso total de 1981, y establecer un limite para el
error de estimacion.

b) Hallar un estimador de regresion del ingreso total de 1981, y establecer un limite para el
error de estimacion.

¢) hallar un estimador de diferencia del ingreso total de 1981, y establecer un limite para el
error de estimacion.

d) (Cual de los tres métodos es el mas apropiado en este caso? ;Por qué?



CAPITULO

MUESTREO UNIETAPICO
DE CONGLOMERADOS

OBJETIVOS

Presentar el concepto de muestreo unietdpico de conglomerados.

Analizar los estimadores y sus errores en muestreo unietapico de
conglomerados del mismo tamafio y con probabilidades iguales.

Analizar los errores y su estimacion en funciéon del coeficiente de
correlacion intraconglomerados.

Analizar los estimadores y sus errores cuando se considera muestreo
unietapico de conglomerados con reposicion.

Estudiar el muestreo unietapico de conglomerados de distinto tamafio y
probabilidades iguales con y sin reposicion.

Estudiar el muestreo unietdpico de conglomerados de distinto tamafio y
probabilidades desiguales con y sin reposicion.

Estudiar el muestreo unietapico de conglomerados de distinto tamafio y
probabilidades proporcionales al tamafio con y sin reposicion.

Estudiar el problema del tamafio de la muestra.
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Tanto en el muestreo aleatorio simple con reposicion como sin reposicion, asi como en el
muestreo estratificado, sistematico y métodos indirectos de estimacidn, las unidades de
muestreo son las mismas que las unidades objeto de estudio (unidades simples o
elementales), pero en la practica nos encontramos con situaciones mas generales en las que
las unidades de muestreo comprenden dos o mas unidades de estudio. En tal caso a las
unidades de muestreo se las denomina unidades primarias o compuestas.

En el muestreo por conglomerados no se necesita un marco muy especifico como en
el caso del muestreo aleatorio simple en el que era necesario disponer de un listado de
unidades de la poblacién, o como en el muestreo estratificado, donde era necesario disponer
de listados de unidades por estratos. Se divide previamente al muestreo la poblacion en
conglomerados o areas convenientes, de las cuales se selecciona un cierto numero para la
muestra, con lo que solo es necesario un marco de conglomerados que serd mas facil de
conseguir y mas barato. Se pueden utilizar como marco divisiones territoriales ya
establecidas por necesidades administrativas para las cuales existe ya informacion. También
se pueden utilizar como marco areas geograficas cuyas caracteristicas estin ya muy
delimitadas. Estd claro que se ahorra coste y tiempo al efectuar visitas a las unidades
seleccionadas. Ademads, la concentracion de unidades disminuye la necesidad de
desplazamientos.

Por otro lado, en el muestreo por conglomerados solemos tener menor precision en
las estimaciones, debido a que, aunque lo ideal es que haya heterogeneidad dentro, siempre
va a existir un cierto grado de homogeneidad inevitable dentro de los conglomerados que
disminuird la precision. La eficiencia de este tipo de muestreo disminuye al aumentar el
tamafio de los conglomerados, cuando en realidad este tipo de muestreo es mas util en caso
de poblaciones muy numerosas en las que se puedan construir conglomerados grandes.

Consideramos una poblacion finita con M unidades elementales o ultimas agrupadas en
N unidades mayores llamadas conglomerados o unidades primarias, de tal forma que no existan
solapamientos entre los conglomerados y que éstos contengan en todo caso a la poblacion en
estudio. Consideramos como unidad de muestreo el conglomerado, y extraemos de la poblacion
una muestra de » conglomerados a partir de la cual estimaremos los parametros poblacionales. El
nimero de unidades elementales de un conglomerado se denomina tamafio del conglomerado.
Los conglomerados pueden ser de igual o de distinto tamafio, y han de ser lo mas heterogéneos
posible dentro de ellos y lo mas homogéneos posible entre ellos, de tal forma que la situacion
ideal seria que un inico conglomerado pudiese representar fielmente a la poblacion (muestra de
tamafio uno con minimo coste). Se observa que la situacion ahora es la complementaria a la del
caso de los estratos estudiados anteriormente.

Vamos a suponer ahora probabilidades iguales y que todos los conglomerados son
del mismo tamaiio M , en cuyo caso utilizaremos la siguiente notacion:

N: Numero de conglomerados en la poblacion
N: Numero de conglomerados en la muestra

M : Ntimero de unidades elementales por conglomerado (tamafio del conglomerado)
N M : Numero total de unidades elementales en la poblacion
n M : Nimero total de unidades elementales en la muestra
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N N M
Consideraremos la caracteristica poblacional general 6 = ZK. =ZZYU. que,

suponiendo muestreo sin reposicion y probabilidades iguales, puede ser estimada mediante

_EZZn.

n/N n*%5

el estimador lineal insesgado de Horwitz y Thompson ém Z— = Z

i

La aplicacion del estimador lineal insesgado de Horwitz y Thompson para
probabilidades iguales a las estimaciones del total, media, proporcién y total de clase
poblacionales, proporciona los siguientes estimadores:

VARIANZAS DE LOS ESTIMADORES. COEFICIENTE DE CORRELACION
INTRACONGLOMERADOS. ESTIMACION DE LAS VARIANZAS

Las expresiones iniciales para las varianzas de los estimadores sin reposicion y probabilidades
iguales para conglomerados del mismo tamario son:

3%, -x)

S,

V<)=C)=(1—f)nA7 con sz IT
(%)= v(Nig-3)= N2 V(F)= N2 (1= f)- 5]\‘%

A LS (p-p) S(p-p)
P(B)=(1-s)- 2~ 'nM U= Ny
S(p-p)

V(2)=V(NM'}3)=N2]\7[2V(}3) =N*M* (l_f)ln(N——l)

Las expresiones de las varianzas son similares a las obtenidas en el muestreo
. . . 2 2 . 7 , .
aleatorio simple, sustituyendo S~ por S, y siendo nM el numero total de unidades

elementales en la muestra.
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Pero las varianzas anteriores pueden expresarse en funcion del coeficiente de correlacion
intraconglomerados, que se define como el coeficiente de correlacion lineal entre todos los pares
de valores de la variable en estudio medidos sobre las unidades de los conglomerados y
extendido a todos los conglomerados, de tal forma que dicho coeficiente sera una <<medida de la
homogeneidad>> en el interior de los conglomerados. Evidentemente interesarda que el
coeficiente de homogeneidad intraconglomerados sea lo mas pequefio posible, ya que en
muestreo por conglomerados lo ideal es la heterogeneidad dentro de los conglomerados. La
expresion del coeficiente de correlacion intraconglomerados sera:

ZZ(X - X)X, - X)

| CouX,, X)) E(X, - BOY)Y, - EXL)) [2]
O(X yo(X.) o’ o’

2

ij2

2

(X S =X ) se puede expresar

de donde al ser S* = ! ZN:i(Xl.j—)_() 2=LA7§:

\Ms\

N M 1 i =l
. N-M-1 . - .
la varianza como o’ = N—]WS * expresion que puede sustituirse en el denominador del

coeficiente de correlacién intraconglomerados:

R I)INCTESoC A o N

M\ T= _ _
N, j | 2 (X, - X)X, - X)
5= _ e
N-M-1, (M -1 NM -1)s?
N-M
;2 _ §2
Este coeficiente se puede estimar mediante J = ( 0 l)§ 5
0

R IEIRE LS ) YR T S 3 b

T aM-15% ;

S‘,z_ N -1 ‘§2+N(M_l)'52 §2= n-1 §2+n(]\Z—l)'S,2
oM -1 "

* NM-1 " NM-1 " nM -1

Los errores de estos estimadores y sus estimaciones en funciéon de o son:
= S?

/©)=0- 1) [+ (7 1] 1) - -1)]

V(§)=(1—f):;; A(f)=(1—f)}f]\b;

V(X)=V(NMx)=N>*M V)= V(X)=N*MV (%)
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El calculo de los términos de las formulas anteriores los facilitan los cuadros del
analisis de la varianza para la poblacion y para la muestra siguientes:

Descomposicion de la varianza para la poblacion

Fuente de variacion Grados de libertad  Sumas de cuadrados  Cuadrados medios
Entre conglomerados N -1 ii(}? X S;
Dentro de conglomerados n(]\7 - 1) ii( X — )?_)Z Sz
ij i
i
— N M _\
Total NM -1 ZZ(X_X

Descomposicion de la varianza para la muestra

Fuente de variacion Grados de libertad Sumas de cuadrados Cuadrados medios Esperanzas
Entre conglomerados n —1 izﬁ“ ()7,- _§)z S? S;
Dentro de conglom. n(]\7 - 1) ii()(y _ )?‘_f s? S:

T
Total nM -1 Z%(Xj_)f) S?

Para el caso de proporciones y totales de clase las formulas son las mismas, pero las
magnitudes se obtienen del cuadro del analisis de la varianza siguiente:

Fuentede | Gradosde Sumade Cuadrados Estimadores
Variacion | Libertad Cuadrados Medios Insesgados
N o 1 n
N A . ZM(R_;ZP,)Z
Entre N-1 4= M®P-P)}| S; =V Sy == 1 =l
i=1 - n-—
Dentro | N(M 1) | B=Y MP(1-P) | S} =——— §Sl=t —
i1 N(M -1) n(M -1)
Total NM-1 | C=NMP(1-P) | §*= < S2
NM -1

Comparacion con el muestreo aleatorio simple

2
De la expresién V()?):(l_f):iﬂ[l.'.(ﬂ_l)6]=VMAS(E)|:1+(A7_1)§] se deduce que

para valores positivos de J existe un aumento en la varianza del muestreo por conglomerados con
relacion al muestreo aleatorio simple y muestras de tamafio igual a »n- M unidades
elementales.
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El caso mas desfavorable (varianza maxima) corresponderia a 0=+ 1y el mas favorable

(varianza minima) a 0 = — U1 en que la varianza seria igual a cero. Para ¢ = 0 ambos

métodos proporcionarian la misma precision.

El término M —1 expresa el aumento de la varianza debido a la seleccion de n
conglomerados de tamafio M en lugar de n M unidades elementales obtenidas por muestreo
aleatorio simple. Ahora bien, si el coeficiente de correlacion intraconglomerados fuese
negativo, ello supondria mayor precision en el muestreo por conglomerados que en el
aleatorio simple.

Pero en la practica suele ocurrir que los elementos de cada conglomerado tienen
cierto parecido entre si aunque se intente que sean lo mas heterogéneos posible, con lo cual
la correlacion es positiva y menor la precision en el muestreo por conglomerados que en el
aleatorio simple. Este problema ya se habia citado al principio del capitulo como una de las
desventajas del muestreo por conglomerados.

Segtin lo visto, la comparacion entre muestreo monoetapico de conglomerados y
muestreo aleatorio simple podria resumirse como sigue:

Sid > 0= conglomerados peor que aleatorio simple

V (§)= Vs (X) [1 + (]\7 - 1)- 5]3 Si6 = 0 = conglomerados igual que aleatorio simple

Mc

Sio < 0= conglomerados mejor que aleatorio simple

Evidentemente, cuando 8 € (0,1] la precision del muestreo por conglomerados es
inferior a la del muestreo aleatorio simple, y a medida que el J se aproxima a 1, se acentiia la
pérdida de precisiéon en el muestreo por conglomerados respecto del aleatorio simple.

Cuando 6 = 0, las precisiones de ambos métodos coinciden, y cuando & EL_W’OJ’ la

precision del muestreo por conglomerados es superior a la del muestreo aleatorio simple y a

medida que el J se aproxima a — -1 se acentua la ganancia en precision del muestreo

por conglomerados respecto del aleatorio simple.

Por otra parte, si llamamos 7, al tamafio de muestra necesario en muestreo aleatorio
simple para obtener una precision dada, y si llamamos 7. al tamafio de muestra en muestreo

por conglomerados, resulta que si los dos tipos de muestreo tienen la misma precision,
2 2

S — —
(=) ==01-f)"~(A+(M-1)0) = n =n,(1+(M-1)9).

a

Precisamente la cantidad 1 + ( M- 1) -0 por la que hay que multiplicar el tamafio de
una muestra por conglomerados 7. para que coincida con el tamafio de muestra necesario en
muestreo aleatorio simple n, para igual precision en ambos tipos de muestreo, se denomina
efecto del disefio.



280 Muestreo estadistico. Conceptos y problemas resueltos

MUESTREO DE CONGLOMERADOS DEL MISMO TI-,\MAﬂO CON REPOSICION.
VARIANZAS DE LOS ESTIMADORES Y ESTIMACION DE LAS VARIANZAS

En caso de muestro con reposicion, probabilidades iguales y conglomerados del mismo
tamario, los estimadores son los mismos, y las varianzas tienen las siguientes expresiones:

1 &—— -

nM n

")

<

N M
— —\2
ZZ(X =X ) es la cuasivarianza entre conglomerados

L 307 b
b TN < i NS~

2
y la expresion de la varianza de la media V( X ) = —]1\7_4 es similar a la obtenida en el muestreo
n
aleatorio simple, sustituyendo o por abz y siendo nM el numero total de unidades
elementales en la muestra.
2

V(X)=v(NM %)= N> I -V(F) = N2]\_42:—]l\’7[

Se-rf Y(p-r)

A
V(P)=n11\7_4= ln]\71 = nN

S(p-p)

V(A)=V(NM-P)y= N*M*V(P)= N> M-

=gl

n

La varianzas de los estimadores y sus estimaciones en funcion del coeficiente de
correlacion intraconglomerados tienen las siguientes expresiones:

A

2 A2

&)= T e (7 -1 )= PE)= 2l (7 -18] ()= %= i)

V(X)=V(NMX)=N*M V()= V(X)=NMV (%)

El coeficiente de correlacion intraconglomerados y su estimacion son:

. COSSerg) e s
0= 2’_02 0= a2~ - 52
M= (7 1)(32 +Sb} (#1-1&
- 1w ﬁ
&5 =5 i S? _Lif(X _)2 &_Liﬁ){ )_()2 Az_Lii(_ =)2
- l,w+_’ lw_n]\?; j v W_Wi J o b_n_ll J l_x



Muestreo unietapico de conglomerados 281

Si estimamos proporciones y totales de clase utilizaremos lo siguiente:

R N]\7—1S2 _ NM -1 NMP(1-P) NMP(1- P)

o= ——= — - P(1-P)
NM NM  NM-1 NM

nM = I’IM i=1 i=1
A'z_ &2 ﬁ_l < M < 2
=8 =15 n0-p) S (e )

Probabilidades iguales

a) Los conglomerados no varian mucho en tamaiio (M; similares)

N
Consideraramos M = Z—’ como la media de los tamafios M; de los conglomerados y
i=1
utilizamos todas las formulas estudiadas hasta ahora, tanto para muestreo con reposicion
como para muestreo sin reposicion. No obstante, suelen considerarse las siguientes
expresiones alternativas para los estimadores:

Muestreo sin reposicion

Para la media se tiene

. | . o _13&_ N3
Para el total se tiene el estimador X = NMx = NM—MZX[ =—2Xl., que no

nm n i

depende de M .
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Su varianza y estimacion de varianza tampoco dependen de M . Tenemos:

= M- pl-d)
V(X) N izl , V(X)=N
N-1 n n-1

Muestreo con reposicion

Para muestreo con reposicion la varianza y estimacion de varianza para el estimador de la
media pueden calcularse como sigue:

> (x, - xf
VE) - -;Xi_X PE) =t
- aM> N ' oM’ n-1

La varianza y estimacion de varianza para el estimador del total no dependeran de
M y pueden calcularse como sigue:

NET T N
V(X) p v (X) -

En caso de estimacion de totales y proporciones se utilizan las féormulas ya vistas

— XM
anteriormente para conglomerados del mismo tamafio tomando M =Z—’, tanto para
i=1
muestreo sin reposicion como para muestreo con reposicion.

b) Los conglomerados varian mucho en tamario (M; no similaresy M = Z M. )
i=1

Si los tamafios de los conglomerados son significativamente distintos, un estimador sesgado
de la media es el estimador de razon:

Muestreo sin reposicion
Por ser un estimador de la razon, su varianza aproximada es:

N2 ZT:MiZ()?f_A_/) ZMZ( i :)2

V@ =-f) T V@ =HR)-(1-1)

n-1

Para el estimador del total tendremos:

N V(= __2 , (= _:2

V()A()=N2(1_f)ZMI (X,- X) I}(")=N2(1-f)ZM' (XI. x)
n N -1 ’ n n-1

Para el estimador de la proporcidn y el total de clase tenemos:
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. Sm(p-7) . Su(p-P)
VB = (1= ) T PP = (1) T
(). 0 pMin-r) ()0 LM -]
n N -1 ’ n n-1

Muestreo con reposicion

Por ser un estimador de la razon, su varianza aproximada es:

Para el estimador del total tendremos:

ZMZ(X -XJ Y M (X -5)
)2 o)

i)
Para el estimador de la proporcién y el total de clase tenemos:

n N n n-1
ZMZ( ) A N2 zMiz(Pi _ﬁ)
V(P)— =V(P)= 5 d ,
nM*? N nM n-1

N? i ( ) 2 iMiz( i_ﬁ)z
A2 2T e 2R

n N n n-1

MUESTREO UNIETAPICO DE CONGLOMERADOS DE DISTINTO TAMANO
CON PROBABILIDADES DESIGUALES

En este caso se utilizan los estimadores generales de Horvitz Thompson y Hansen Hurweitz.

Muestreo sin reposicion

Consideramos una poblacion de N conglomerados de tamafios desiguales M;con M = Z M, .

i=1

En este caso se utilizard el estimador general de Horwitz y Thompson, que proporciona el

estimador lineal insesgado para el total definido por:

X, Z z—, V(X)) 2—(1 n)+z——f(ny—ninj)

i=1 JT; i=1 T, i=j JT;

Ty =TT
il ¢ Y .77,'1. ;rj 7,

I}()%HT) = Z
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Muestreo con reposicion

Consideramos una poblacién de N conglomerados de tamafios desiguales M; con M =

ZM .. En este caso se utilizard el estimador general de Hansen y Hurwitz, que
i=1

proporciona el estimador lineal insesgado para el total definido por:

i

2 2
% i X[ ST 1 N Xi %
XHH:,lnP zn—’ V(XHH)__Z(7_XJ Pia V(XHH)= Z(?_XHH]

i=1 i=1 n(n_l) i=1

¥ _XHH 2 XHH 1 5 g 1

Xy =S V(X ) = V(D) = V(R ) = V(X ) == 5P ()

Probabilidades proporcionales a los tamarios
Muestreo sin reposicion

El estimador lineal insesgado de Horwitz y Thompson para el total sera:

" M X, 1 <&y —

i _ 11=M_ X~=

w2 RIS EHM, p 2
M

El estimador lineal insesgado de Horwitz y Thompson para la media sera:

Se observa que las expresiones de los estimadores lineales insesgados para la media
y el total en el caso de probabilidades desiguales proporcionales a los tamafios de los
conglomerados coinciden con sus expresiones para probabilidades iguales.

Muestreo con reposicion

Como siempre, los estimadores son los mismos que para el caso sin reposicion. Las

varianzas y su estimacion en el caso de probabilidades proporcionales a los tamaiios con
reposicion valdran:

V(X )= ZM(X -X), V()?HH>=n(fj_Di(;?,. _5f

N 1 & — v B 1 2 — =P
VX, =W;M,.(X,.—X), V(XHH)_—n( mnp4 %, )

Las formulas para proporciones y totales de clase se obtienen sustituyendo

X, =P, X=P, x=P. Esto es valido tanto en general como en probabilidades

proporcionales a los tamafios, y tanto con reposicién como sin reposicion.
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La peculiaridad en muestreo por conglomerados monoetapico es la forma de la funcidon de
coste. Si consideramos la funcion de coste C=c n+cn+c, n-M, podemos

determinar los pares (n, M ) que, para C prefijado, minimizan la varianza del estimador de la

media V(f). También podemos determinar los pares (n, M ) que, para V(f) prefijada,
minimizan la funcién de coste C.

El primer término ¢, \/; de la funcién de coste representa el coste de viaje entre los

conglomerados, y se toma asi porque se ha demostrado empiricamente que el coste de viaje
entre 7 conglomerados varia aproximadamente proporcional a su raiz cuadrada.

El segundo término c¢,;n de la funcién de coste representa el coste de seleccion de

los n conglomerados de la muestra, siendo c; el coste unitario de seleccion de un
conglomerado muestral.

El tercer término c, “n-M representa el coste relativo a las n-M unidades

elementales de la muestra, siendo c, el coste unitario de seleccion de una unidad elemental que
suele estar formado principalmente por el coste de entrevista y el coste de desplazamiento
entre las unidades elementales dentro del mismo conglomerado.

El término C =c vn +c, -n- M suele denominarse coste de campo.

La determinacion de n y M optimos lleva al planteamiento del problema de
Lagrange con una restriccion:

MinV (X) = Min (l—f)S—Ai/[(l—(M—l)cS)
n

C=c,Nn+cn+c, n-M

El problema alternativo es la determinacion de » y M Optimos mediante el
planteamiento del problema de Lagrange con una restriccion:

MinC=Min(c0\/;+cln+c2 n-M)
S2

(1= (M = 1)0)

V@ =(-1)

= S;
También se utiliza para la varianza la expresion V(x) =(1- f )—](’7 .
n



286 Muestreo estadistico. Conceptos y problemas resueltos

7.1.

PROBLEMAS RESUELTOS

Se trata de estudiar una poblacion de 1000 cajas de tornillos todas ellas con 40 unidades cada
una. Para ello se extrae una muestra sin reposicion de 20 cajas, dentro de la cual nueve cajas
no tienen tornillos defectuosos, ocho cajas tienen un tornillo defectuoso, y tres cajas tienen
dos tornillos defectuosos. Se pide:

1) Estimar el numero total de tornillos defectuosos en la poblacion y sus errores absoluto y
relativo de muestreo. Realizar la estimacion por intervalos al 99% (F'(0,995)=2,57).
2) Resolver el problema con reposicion y comparar los resultados con los del punto (a).

Tenemos como datos N = 1000, M = 40 y n = 20. El total de piezas defectuosas
puede estimarse como sigue:

A= NMP = NM| lzlz = 40000 92 +8 1 432 | 700
n - 20 40 40 40

P=0,0175

Para calcular la estimacidon de la varianza, se realiza el cuadro del analisis de la
varianza muestral considerando 20 variables, desde L1 a L20, una para cada caja en la
muestra. Cada variable tiene tantos unos como tornillos defectuosos hay en la caja. Se elige
Andlisis de la varianza de un factor en Andlisis de datos del ment Herramientas, y se
rellena su pantalla de entrada como se indica en la Figura 7-1. Los resultados se ven en la
Figura 7-2. La varianza es:

a2
AoA —Y oA A — S 20 . 0,0134
2
V(A = (N fP(P) = (WM (1- £)-22 = 400007 (1 - ——) =% = 26305,26
nM 1000° 800
AIBICIDIEFGH I|J/K/ LM N OIP QR|S|T 0] ) I X
| s . |
_2_|u L2 L3 L4 L5 L6 L7 L8 L9 LW LN Li2 L3 L4 L5 L6 L7 LW L9 L20 b Rl He v arianzaTdelan fACtar EE
i n
Entrada

3 Ranga de entrada $as1dTiar @
/ Cancelar
E Agrupado par: ® Columnas

il " Filas Ayuda
U [V Rétulos en fa primera fila

H Affa;  |0,05

k5]

} ? Opriones de salida

}5 ® Rango de salida: U1 B

lel " En una hoja nueva;

73 " Enun lbro nuewvo

24

k]

i)

3
[
coloocoocooclsoslsosssssssoclslosssssslsscssssos
coloocoocooclsoslsosssssssoclslosssssslsscssssos
coloocoocooclsoslsosssssssoclslosssssslsscssssos

=m0 0 0] 00 0 6] £ 0 0] g P BT
oD~ o oo = o

Figura 7-1
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u W W ® [ hd | z Al
1 |Analisis de varianza de un factor
2
3 |[RESUMEN
4 GrLOS Cuents Suma Promedio Farianza
5 L1 40 1) o a
B L2 40 1) o a
7 |L3 40 o o a
8 |L4 40 0 a a
9 L5 40 0 a a
10 L8 40 1) o a
11 L7 40 1) o a
12 |Ls 40 1) o a
13 [La 40 o o a
14 L10 40 1 0,025 0,025
15 [L11 40 1 0,025 0,025
16 [L12 40 1 0,025 0,025
17 [L13 40 1 0,025 0,025
18 |L14 40 1 0,025 0,025
19 |L15 40 1 0,025 0,025
20 [L16 40 1 0,025 0,025
31 (L7 40 1 0,025 0,025
22 L8 40 2 0,05 0,045717949
23 [L1a 40 2 0,05 0,048717949
24 |Lz0 40 2 0,05 0,0487170448
25
26
27 |ANALISIS DE VARIANTA
28 Origen de fas vatiaciones Surna de cuadrados | Grados de libertad FPromedio de los cuadrados F FProbabilidad | Valorcritico pata F
29 [Entre grupos 0,255 19 0,013421053 | 0,775438586 0,7 38076008 1,59867934
30 |Dentro de los grupos 13,5 780 0,017307692
31
32 |Total 13,7559 7499
33
34 IEARIANZA ESTIMADOR TOTAL= 26305.26333!
5
Figura 7-2

El error relativo de muestreo para el estimador del total sera:

e V(A
Cv(4) = 12(1 )= 2673(?05’26 =0,2317 (23,17%)

La estimacion por intervalos suponiendo normalidad en la poblacion es:
A= Aaﬁ(zzl) =700 =+ 2,57/26305,26 = [283,2, 1116,8]
La estimacion por intervalos sin normalidad en la poblacidn es:

O 700, 2639520 1 9519 23219]

Ja 0,01

Si consideramos muestreo con reposicion, tenemos:

Ax

> S; 2630526  26305,26
nM  1-f .20
1000

L~ AP 268421
Cv(A) = 25 ) _ 700’ =0,234 (23,4%

V(A) = (NM) 7 (P) = (NM) 268421

)

La estimacion por intervalos suponiendo normalidad en la poblacion es:
A+ 2,6(4) =700 = 2,57,/26842,1 =[279, 1121]

La estimacion por intervalos sin normalidad en la poblacién es:
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6(A) 700, 268421

Ja 0,01

Se observa que los errores de muestreo estimados son ligeramente superiores en
muestreo con reposicion. Ademas, como es natural, los intervalos de confianza son mas
anchos (o sea, peores) en muestreo con reposicion. La ganancia en precision es (268421 /
26305,26 —1)100 = 2%, que es una cantidad pequeiia.

A+ =[- 93835, 233835]

7.2. En una region hay 300 granjas de 50 animales diversos cada una. Se obtiene una muestra de n=5
granjas sin reposicion y probabilidades iguales. Las proporciones de animales enfermos en cada
una de las granjas son 0,14, 0,20, 0,18, 0,12, 0,16. Se pide:

Estimar la proporcion y el total de animales enfermos en la region y sus errores absoluto y
relativo de muestreo. Realizar las mismas estimaciones para muestreo con reposicion.
Comentar los resultados.

Podemos realizar el esquema siguiente para el problema.

M =50 P=02
," P5:0, 1 6
SR P3=0,18
N=300 >
PI
M =50 M =50 P=0,12 P=0,14
n=5

SR significa sin reposicion y PI probabilidades iguales.

Estamos en un caso de muestreo monoetapico de conglomerados del mismo tamatio.
Se tiene:

%(014+020+018+012+016) 0,16

A= NMP =300-50-0,16 = 2400

A

2

P(A)=(Vm ) 7Py = (N ) (- f) 5;7 - (var) -

n(n - 1)Z(P P’ -

=45000

(300.50)2(1_i] (0,14-0,16)* +(0,20~0,16)* +(0,18=0,16)> +(0,12-0,16)* + (0,16 - 0,16)
3 5(5-1)

1 s 45000
e V() = s = 0,0002

3002502
\/V(A) /45000
A

2400

V(P)=

Cv(P) = Cv(A) = ~0,088 (8,8%)
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7.3.

Se estima que en la region hay un 16% de animales enfermos y un total de 2400
animales enfermos, con un error de muestreo del 8,8%.

Ahora estimaremos los errores absoluto y relativo de muestreo del total de clase y de
la proporcion considerando muestreo con reposicion. Tenemos:

A

P =(NM) By = (NM) :}:’; - (vm Y n(nl_ 5 2(1{. —P)? =45762.7

A 1~~~ 457627
V(P)=——V(4)=——=0,000203389
#) N*M? ) 300°50°

A A o~ V(A AJa5762.7
Cv(P) = Cv(A) = (4) >~ 20,089 (8,9%)

T 2400

A

Se observa que los errores de muestreo son ligeramente mayores en el caso de
reposicion.

En un proceso electoral se toma una muestra aleatoria de 10 urnas, el nimero de votantes y sus
papeletas favorables a un determinado partido son:

Numero de votantes | 4 261533814
Papeletas favorables| 214121 2503

Suponiendo muestreo con reposicion, estimar la proporcion de votos favorables a ese partido
en toda la poblacién y su error de muestreo.

Vamos a considerar las urnas como conglomerados, siendo las unidades elementales las
papeletas introducidos en ellas. Por tanto, los numeros de papeletas en las distintas urnas
seran los tamafios de los conglomerados M, Se considera la clase 4 de los votantes que
votan a favor del partido en cuestion. Por tanto, las papeletas favorables al partido en cada
urna seran los valores A4;.

Ya que los conglomerados son de distinto tamafio, para estimar la proporcion del
total de votantes de la poblacién que votan al partido utilizaremos el estimador de la razon
de 4 a M siguiente:

Para estimar la varianza de la proporcion con reposicion utilizamos el estimador de
la varianza del estimador de la razon:
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7.4.

s a1
V(P)=—
()an

% + RS2, -2RS,,,) = MZ( 52 (24 +R22M2 2R24 M)

1

- (65+0,57-181-2:0,57-106) = 0,00242
10-3,7>-(10-1)

El error de muestreo estimado sera 6(P) = W}(}A’) =4/0,00242 = 0,049 .

Se trata de estudiar la superficie de una region montafiosa dedicada a la plantacion de pinos.
La region, que tiene un total de 25000 km?, se divide en 100 zonas disjuntas lo més similares
entre si de tal forma que cada zona contiene plantas de todas las clases que crecen en la region.
Se extrae una muestra de 10 zonas con reemplazamiento y con probabilidades proporcionales
a sus superficies. Las proporciones de superficie total dedicadas a la plantacion de pinos en
cada una de las zonas de la muestra son:

0,05, 0,25, 0,10, 0,30, 0,15, 0,25, 0,35, 0,25, 0,10 y 0,20

Se pide un estimador insesgado de la superficie total de la region dedicada a la plantacion de
pinos, su error relativo y un intervalo de confianza al nivel o= 0,05.

Sea Mi = Superficie de la zona i-ésima
Sea Xi = Superficie dedicada a la plantacion de pinos

n n X n n X
x,, Z___Z_—w(o 05+0,25+---+0,20) = 5000
i=1 nP i=1 i
M
oy 2 ., 0% 2 R X 2
Ai_ ¥ i _X P_X
V(X ) Z(P ] ;(M,-/M j Z{ M, J
T =ty n(n-1) - n(n-1) -
(25000- 0,05 - 5000)° +(25000-0.25 - 5000° +---+(25000-0.20-5000)° _ (o -
10(10-1)

VV(X) «/590278

X 5000

Cv(X) = —0,15 (15%)

La estimacion por intervalos suponiendo normalidad en la poblacion es:
X +A,6(X) =5000 = 2/590278 =[3464, 6536]

La estimacion por intervalos sin normalidad en la poblacidn es:

6(X) 50004 320278

Ja 0,05

X+

= [1564, 8346]
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7.5.

Una gran empresa tiene sus inventarios de equipo listados separadamente en 15 departamentos.
Se selecciona una muestra de tres departamentos con reposicion y probabilidades
proporcionales al numero de articulos de equipo en cada departamento. La tabla siguiente
presenta el nimero de articulos de equipo NA en cada departamento D.

D NA|D NA|D NA|D NA|D N4

1 12 |4 40 |7 18 |10 22 (13 16
2 9 (5 358 10 |11 22 |14 33
3 2716 1519 31|12 19 |15 6

1) Suponiendo que los tres departamentos seleccionados (que seran los de mayor probabilidad)
tienen cada uno 2 articulos impropiamente identificados, estimar el nimero total de articulos
impropiamente identificados en la empresa y su error relativo de muestreo.

2) Estimar por intervalos al 95% la media de articulos propiamente identificados, sabiendo que
los tres departamentos seleccionados tienen respectivamente 4, 5 y 6 articulos impropiamente
identificados.

Como se selecciona la muestra de tres departamentos con probabilidades proporcionales al
numero de articulos de equipo en cada departamento, los tres departamentos seleccionados
para la muestra seran el 4, el 5 y el 14, ya que son los que van a tener mayor probabilidad de
seleccion (por tener el mayor niimero de articulos).

Al ser la seleccion con probabilidades proporcionales a los tamafios se tiene que:

pM_p B0, 35, B
M 315 315 315

Como el muestreo es con reposicion, el estimador insesgado del total de la clase de los
articulos impropiamene clasificados vendra dado por la formula de Hansen y Hurwitz.

~ ~ n

2 ] 5 315(2 2 2
A, =MP, ==Y —L-— ==NpP-= = =18
o i nz P ZM/M Z’ (40 35 33J

1 n i

A

P = proporcion muestral en el conglomerado i-ésimo

Como estamos en muestreo monoetapico con reposicion y probabilidades desiguales
proporcionales a los tamafios, utilizamos para estimar la varianza el estimador:

2 2
(A4 - 5~ MP, - n .
S(5-i) S sl

)_ n(n—l) - n(n—l) - n(n—l) -

) 2 2 2
35 12 18y 2 18y (2 18 V04209
3-2 1140 315 35 315 33 315
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7.6.

Para estimar la proporcion de articulos propiamente identificados observamos que
los tres departamentos seleccionados para la muestra (el 4, el 5 y el 14) tienen 36, 30 y 27
articulos propiamente identificados, respectivamente. El estimador sera el siguiente:

M, M, ,

ol L& 1 s 1(36 30 27

poisy M T 1 S P[22 20858
nZ P nZM,/M nz 3(40 35 33)

(P p
Plp)--Lnla)- M 1 {[ﬁ - O,858)2 ¥ (% - 0,858)2 + (% - o,ssgﬂ ~0,000558

n(n - 1) 32|\ 40
El intervalo de confianza al 95%, suponiendo normalidad, sera:

P =2 \[V(P) =0,858 +1,96,/0,000558 =[0.8117, 0.9043]

Un fabricante de sierras quiere estimar el costo de reparacion promedio mensual para las
sierras que ha vendido a ciertas industrias. El fabricante no puede obtener un costo de
reparacion por sierra, pero puede obtener la cantidad total gastada en reparacion y el nimero
de sierras que tiene cada industria. El fabricante decide seleccionar una muestra aleatoria
simple sin reposicion de 20 industrias de entre las 96 a las que ofiece servicio. Los datos de gasto
total mensual en reparaciones por industria y el nimero de sierras por industria se presentan en
la tabla siguiente:

Costo total de Costo total de
N° de . N° de )

Indus. reparaciones | Indus. reparaciones

sierras sierras
mensual mensual

1 3 50 11 8 140
2 7 110 12 6 130
3 11 230 13 3 70
4 9 140 14 2 50
5 2 60 15 1 10
6 12 280 16 4 60
7 14 240 17 12 280
8 3 45 18 6 150
9 60 19 5 110
10 230 20 8 120

1) Estimar el costo promedio de reparacion mensual por sierra y su error de muestreo.

2) Estimar la cantidad gastada por las 96 industrias en la reparacion de sierras y su error de
muestreo.

3) Después de verificar sus registros de ventas, el fabricante se percata de que ha vendido un
total de 710 sierras a esas industrias. Usando esta informacion adicional, estimar la
cantidad total gastada en reparacion de sierras para estas industrias y su error de muestreo.

4) El mismo fabricante quiere estimar el coste de reparacion promedio por sierra para el mes
siguiente: ;cuantos conglomerados debe seleccionar en la muestra si quiere que su error de
muestreo sea inferior a una unidad?
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Consideramos las industrias como conglomerados (N = 96). Se extrae una muestra de 20
conglomerados (n = 20) siendo las unidades elementales el nimero de sierras M; de cada
industria. El coste promedio de reparacion de sierra se estimara como la razon entre el coste
total de reparacion por industria y el numero de sierras por industria. Como los
conglomerados son de tamafios desiguales tenemos:

n

>,
_ = =50+110+--~+120=2565=19’73

ZMf 3+474+---48 130
i=1

+ RS2 -2RS, )= —"—
nM ( —1)

=l

V(§)=1‘_f: S (Z +R22M2 2R2X M) =

20

6 (460225+19,73 - 1188-2-19,73- 22289 = 0,7905=> &(%) = 0,89
20- 130} -(20-1)
20

Para estimar el coste total en reparacidn de sierras en las industrias tomamos:

ZX ——2565 =12312

n i=1
y (x, -%) 3 X
S0y _ 21_f i=1 I _Nz(l_f) < 2_(1‘—1 Z) _
O T ey BT
962(1—§) B 565)
— 70 (460225-"""1) 225200516 = S(X) = 1587,467
20(20-1)

Ahora conocemos M = 710 y queremos estimar la cantidad total gastada para
reparacion de sierras en las industrias. Utilizaremos el estimador del total basado en la razon

definido como:

z X 2565

X == ~M=1 -710 = 14008,846

f A A Nz(l—f) 10 .10 .10
V(X)= =l (S +R*S?,-2RS, ) = ﬁ(Z)(f +RY M’ -2RY> X, M)
n\n-— i=l i=l i=l
96{1-52}
= m(460225+19,732 1188-2-19,73-22289 =30846724= OA()A() =5554

El ntimero » de conglomerados a seleccionar en la muestra si se quiere un error de
muestreo inferior a una unidad al estimar el coste de reparacion promedio por sierra para el
mes siguiente se obtiene despejando # en la expresion:
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7.7.

n
" 96 16066002

710y 19
P
96
Un socidlogo quiere estimar el ingreso promedio por persona en una ciudad pequefia en la que
no estd disponible una lista de residentes. Par ello, se divide la ciudad en 415 bloques

rectangulares de residentes sobre un mapa y se realizan entrevistas en 25 bloques. Se pregunta
a los residentes de cada bloque por su ingreso total. Se obtienen los siguientes resultados:

1

V(x) = <l=n>14

Conglomerado  Numero de Ingreso total por
residentes (Mi) conglomerado (Xi)
1 8 96000
2 12 121000
3 4 42000
4 5 65000
5 6 52000
6 6 40000
7 7 75000
8 5 65000
9 8 45000
10 3 50000
11 2 85000
12 6 43000
13 5 54000
14 10 49000
15 9 53000
16 3 50000
17 6 32000
18 5 22000
19 5 45000
20 4 37000
21 6 51000
22 8 30000
23 7 39000
24 3 47000
25 8 41000
SUMA— 151 1329000

1) Estimar el ingreso promedio por persona en la ciudad y establecer un limite para el error de
estimacion.

2) Estimar el ingreso total de todos los residentes de la ciudad y establecer un limite para el
error de estimacion sabiendo que hay 2500 residentes en la ciudad.

3) Estimar el ingreso total de todos los residentes de la ciudad y establecer un limite para el
error de estimacidn si se desconoce el nimero de residentes en la ciudad.

Consideramos los bloques rectangulares de residentes como conglomerados (N = 415). Se
extrae una muestra de 25 conglomerados (n = 25), siendo las unidades elementales el
numero de residentes M; de cada bloque.
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El ingreso promedio por persona en la ciudad se estimard como la razon entre el
ingreso total de los bloques y el numero de residentes en los bloques. Como los
conglomerados son de tamafios desiguales tenemos:

n

ZXi 1329000
== = =8801

. 151
M,

I?(?)=1]_Wf(s +R>S% —2RS. )—%(sz +R? ZM2 —ZRZX M,) = 653785

=1l

3

El limite para el error de estimacion al 95% sera:

%+ 2P (%) = 8801 = 24/653785 = 8801 = 1617
Para estimar el ingreso total de todos los residentes de la ciudad hacemos lo siguiente:
X = Mx =2500(8801) = 22002500
El error de estimacion se estima mediante:
V(X) =MV (X)=2500%(653785)
El limite para el error de estimacidn al 95% sera:
X =24V (X) =22002500 = 4042848

Si no se conocen los residentes en la ciudad M, para estimar el ingreso total de todos
los residentes de la ciudad utilizamos el estimador:

iy —21329000 22061400

n oo

(x, -xf ) [i}gjz
_N(l—f)(ZXz_ i=1

I}()A()=N21_f"=] _ ’_ )=
n n-1 n(n-1) 3 n
25
415*°(1---"2) 2
———=(82039000000 — M) = (5()2') =1752960
25(25-1) 2

El limite para el error de estimacion al 95% sera:

X = 24/V(X) = 22061400 = 3505920
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7.8.

Un auditor desea muestrear los registros de ausencias por enfermedad de una gran empresa,
para estimar el nimero promedio de dias de ausencia por enfermedad por empleado en el
cuatrimestre pasado. La empresa tiene ocho divisiones, con diferentes nimeros de empleados
por division. Ya que el nimero de dias de ausencia por enfermedad dentro de cada division
debe estar altamente correlacionado con el numero de empleados, el auditor decide muestrear
n = 3 divisiones con probabilidad proporcional al nimero de empleados. Mostrar coémo
seleccionar la muestra si los respectivos nimeros de empleados son 1200, 450, 2100, 860,
2840, 1910, 390, 3200.

Supdngase que el nimero total de dias de ausencia por enfermedad registrados en las tres
divisiones muestreadas durante el cuatrimestre pasado son, respectivamente, X; = 4320, X, =
4160, X; =5790. Estimar el nimero promedio de dias de ausencia por enfermedad requeridos
por persona, de toda la empresa, y establecer un limite para el error de estimacion.

Comenzamos listando el nimero de empleados y el intervalo acumulado para cada division.

Divisién Numero de Intervalo acumulado
empleados

1 1200 1-1200

2 450 1201-1650
3 2100 1651-3750
4 860 3751-4610
5 2840 4611-7450
6 1910 7451-9360
7 390 9361-9750
8 3200 9751-12950

12950

Como se van a muestrear n» = 3 divisiones, debemos seleccionar tres numeros
aleatorios entre 00001 y 12500. Los niimeros obtenidos mediante una funcidon generadora de
numeros aleatorios automatizada resultan ser 02011, 07972 y 10281. El primero pertenece al
intervalo acumulado de la divisién 3, el segundo al de la division 6 y el tercero al de la
divisién 8. Por lo tanto, la muestra estard formada por las divisiones 3, 6 y 8.

X[
¥ - X X - X,
B -ty Xy M 1 X 104220 4160 5790)
MSnp, T M niT M, 313100 1910 3200
M
2
2 NN T
n Xi _)}v n L_XHH & MM, HH
5= 1 =T\ P w T\ MP M M
V(X ) =—5 - -
M n(n=1) n(n-1) n(n-1)

2
(X -~ 2 2 2
B[] (] (s ()
AT - ~0,0119
n(n—1) 3(3-1)

El limite para el error de estimacion sera 24/0,0119 =0,22 .
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7.1.

7.2.

7.3.

EJERCICIOS PROPUESTOS

De una poblaciéon formada por N conglomerados se selecciona una muestra de tamafio n con
un procedimiento mediante el cual se elige la primera unidad para la muestra con
probabilidades desiguales P;, y los n — 1 conglomerados restantes de la muestra se eligen con
probabilidades iguales, realizandose todas las extracciones sin reposicion. Se pide una
estimacion insesgada del total poblacional X y sus errores absoluto y relativo de muestreo
siendo N = 50, n =4, X; el total del conglomerado i-ésimo y conociendo los siguientes datos
de los conglomerados de la muestra:

P, 0,026 0017 0,022 0013
X, 100 8 120 60

En una poblaciéon compuesta por 10 conglomerados de 100 elementos se toma una muestra
monoetapica de n conglomerados. Por experiencias anteriores se sabe que el modelo de
Smith §%, = > M, se ajusta bien en la proximidad de M =100 y se conoce el valor de S%
=1173. Se pide:

Calcular el valor de 7y §°,, en el supuesto de que %/ S*=13,8.

Formar la tabla poblacional del analisis de la varianza y hallar el coeficiente de correlacion
intraconglomerados.

Una industria esta considerando la revision de su politica de jubilacion y quiere estimar la
proporcion de empleados que apoyan la nueva politica. La industria consiste de 87 plantas
separadas localizadas en todo Estados Unidos. Ya que los resultados deben ser obtenidos
rapidamente y con poco dinero, la industria decide usar muestreo por conglomerados, con
cada planta como un conglomerado. Se selecciona una muestra irrestricta aleatoria de 15
plantas y se obtienen las opiniones de los empleados en estas plantas a través de un
cuestionario. Los resultados se presentan en la tabla anexa. Estimar la proporcion de
empleados en la industria que apoyan la nueva politica de jubilacion y establecer un limite
para el error de estimacion.

Planta Nuamero de Numero de empleados
empleados que apoyan la nueva
politica
1 51 42
2 62 53
3 49 40
4 73 45
5 101 63
6 48 31
7 65 38
8 49 30
9 73 57
10 61 45
11 58 51
12 52 29
13 65 46
14 49 37
15 55 42
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74.

7.5.

El gerente de circulacion de un periddico desea estimar el numero promedio de ejemplares
comprados por familia en determinada comunidad. Los costos de transporte de un hogar a
otro son sustanciales. Es por eso por lo que se listan los 4000 hogares de la comunidad en
400 conglomerados geograficos de 10 hogares cada uno, y se selecciona una muestra
irrestricta aleatoria de 4 conglomerados. Se realizan las entrevistas con los resultados que se
muestran en la tabla anexa. Estimar el nimero promedio de periddicos por hogar en la
comunidad y establecer un limite para el error de estimacion.

Conglomerado Numero de periddicos Total
1 1 2 1 3 3 2 1 4 1 1 19
2 1 3 2 2 3 1 4 1 1 2 20
3 2 1 1 1 1 3 2 1 3 1 16
4 1 1 3 2 1 5 1 2 3 1 20

Se disefia una encuesta economica para estimar la cantidad promedio gastada en servicios
para el hogar en una ciudad. Ya que no se encuentra disponible una lista de hogares, se usa
muestreo por conglomerados, con divisiones (barrios) formando los conglomerados. Se
selecciona una muestra aleatoria de 20 barrios de la ciudad de un total de 60. Los
entrevistadores obtienen el costo de los servicios de cada hogar dentro de los barrios
seleccionados; los costos totales se muestran en la tala anexa. Estimar la cantidad promedio
de gastos en servicios por hogar en la ciudad y establecer un limite para el error de
estimacion.

Barrio Numero de Cantidad total
muestreado hogares gastada en servicios

1 55 2210

60 2390
3 63 2430
4 58 2380
5 71 2760
6 78 3110
7 69 2780
8 58 2370
9 52 1990
10 71 2810
11 73 2930
12 64 2470
13 69 2830
14 58 2370
15 63 2390
16 75 2870
17 78 3210
18 51 2430
19 67 2730
20 70 2880




CAPITULO

MUESTREO BIETAPICO
DE CONGLOMERADOS

OBJETIVOS

1. Presentar el concepto de muestreo de conglomerados en dos etapas.

2. Analizar los estimadores y sus errores en muestreo bietapico de conglomerados
del mismo tamafio con probabilidades iguales.

3. Analizar los estimadores y sus errores en muestreo bietapico de conglomerados
del mismo tamafio con probabilidades iguales considerando todas las opciones
posibles de reposicion o no en ambas etapas.

4. Analizar los estimadores y sus errores en muestreo bietapico de conglomerados
de distinto tamafio con probabilidades iguales.

5. Analizar los estimadores y sus errores en muestreo bietapico de
conglomerados de distinto tamafio con probabilidades iguales considerando
todas las opciones posibles de reposicion o no en ambas etapas.

6. Estudiar el tamafio de la muestra en muestreo bietapico.

7. Analizar los estimadores y sus errores en muestreo bietapico de conglomerados
con probabilidades desiguales y con reposicion en primera etapa.

8. Analizar los estimadores y sus errores en muestreo bietapico de conglomerados
con probabilidades desiguales y sin reposicion en primera etapa.

9. Presentar el concepto de muestreo polietapico.
10. Analizar los estimadores y sus errores en muestreo polietapico.

11. Estudiar disefios polietapicos complejos.

12. Estudiar el muestreo bietapico con estratificacion en primera etapa.
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9.

iINDICE

Muestreo bietapico de conglomerados. Estimadores para probabilidades
iguales y conglomerados del mismo tamafio.

Varianzas y su estimacion en muestreo bietapico con probabilidades iguales
y conglomerados del mismo tamafio.

Muestreo bietapico de conglomerados de distinto tamafio y probabilidades
iguales.

Tamafio de la muestra en muestreo bietapico.

Muestreo bietapico con probabilidades desiguales y con reposicion en 12
etapa. Estimadores, varianzas y su estimacion.

Muestreo bietapico con probabilidades desiguales y sin reposicion en 12
etapa. Estimadores, varianzas y su estimacion.

Muestreo polietapico.

Disefios complejos: Muestreo bietapico con estratificacion en primera
etapa.

Problemas resueltos.

10. Ejercicios propuestos.
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PROBABILIDADES IGUALES Y CONGLOMERADOS DEL MISMO TAMANO
El muestreo bietapico de conglomerados es un tipo de muestreo en el que en una primera etapa se
selecciona una muestra de » conglomerados de tamafios M, i =1, 2, ..., n'y en una segunda etapa
se selecciona, independientemente en cada conglomerado de la primera etapa, una submuestra de
m; unidades elementales de entre las Mi del conglomerado. En ambas etapas la seleccion puede
ser con o sin reposicion, pero en la segunda etapa suele usarse muestreo sin reposicion. En la

segunda etapa se puede utilizar cualquier tipo de muestreo de los ya estudiados, pero
generalmente sin reposicion y probabilidades iguales.

En el muestreo bietdpico no es necesario utilizar todas las unidades elementales de
los conglomerados seleccionados en primera etapa. Tampoco es necesario un marco de
unidades elementales completo; basta con un marco mas basto para conglomerados, y dentro
de cada conglomerado basta con un submarco para el submuestreo en segunda etapa. De esta
forma, a medida que se consideran etapas de submuestreo se utilizan submarcos mas bastos,
y por lo tanto més faciles de conseguir y manejar, que los marcos completos de unidades
elementales. Cuando hay un cierto grado de homogeneidad dentro de los conglomerados
muestrales es absurdo seleccionar todas sus unidades elementales para la muestra. Bastara
con elegir sdlo algunas de ellas origindndose el submuestreo. En el muestreo bietapico se
necesitan menos recursos y el coste es menor, ya que solo se visitan algunas de las unidades
elementales de los conglomerados elegidos en primera etapa para la muestra. No obstante, en
el muestreo bietapico la precision es menor; los submarcos dentro de cada conglomerado
pueden originar complicaciones al aumentar el nimero de etapas de submuestreo y aparecen
fuentes de variacion que complican los calculos algebraicos (tantas fuentes como etapas
tenga el muestreo). La primera fuente es debida a la seleccion de las unidades primarias y la
fuente 2 es debida al submuestreo dentro de cada unidad primaria.

El muestreo bietdpico también se denomina muestreo en dos etapas o muestreo con
submuestreo (el submuestreo es la segunda etapa).

Un estimador insesgado de la media serd, logicamente, la media muestral de las
medias muestrales derivadas del submuestreo dentro de cada conglomerado:

= 1 && 1<
DRI W
J

Para el total poblacional, proporcion y total de clase, los estimadores insesgados son
los siguientes:

VARIANZAS Y SU ESTIMACION EN MUESTREO BIETAPICO CON .
PROBABILIDADES IGUALES Y CONGLOMERADOS DEL MISMO TAMANO

Las expresiones para la varianzas de los estimadores en el muestreo bietapico dependeran de
las fracciones de muestreo en ambas etapas y de la reposicion. Tenemos:
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Muestreo sin reposicion en las dos etapas

frm e = 5} = 52 -
L AV A N-1 M-1)-N
. ) (= N>MS} N’M*S
vt =N (E)=(- 1) i)

~ N-17% N(M_l)i=1
r(P)=(1-1) — +{1- 1) i -
S(p-pf > wefi-p)
(1= n(N - 1) +(1- 1) ntN (M- 1)
A A szvzi(e—za)z Ni\73il’i(1—3)
V(A= N*MV(P)=(1- 1)) "N =D +(1-1.) v

A partir de la tabla de descomposicion del anélisis de la varianza muestral, pueden
realizarse las estimaciones de las varianzas. La citada tabla es la siguiente:

Fuente Grados libertad  Sumas de cuadrados  Cuadrados medios Valores esperados

“Entre” n-1 7 (5 -5 % %Sﬁ (1= 1,)s2

“Dentro” n(n_a - l) 2 i
J
>

Total i -1 >3 (x, -5f $? s>

Las estimaciones de las varianzas para las dos etapas sin reposicion son las siguientes:

q2 ;2

[ S S A~ A .
E)=0- 1) 0= 1)y P =N MPE)

>(r-Pf k0
19(13)=(l—f.)"'—_l)"ﬁ(l‘fz)’n;(m-l)

ol
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V(X)=N*MY () y V(4A)=N>M*V(P)

. 2= 5[72
Slﬁ €S muy pequeﬁa, se toma V(X) = (l_f‘l) T

nm

Muestreo con reposicion en las dos etapas

V(X)=V(NMx) = + =
n nm
Sue-rf LY wmp(i-r) Y(e-F Ye(i-r)
V(ﬁ,)= N7 +NM1=1 i +l=1
nM nm nN nmN
_ ¥ 2 ¢
N (P - P NMP2p(1- P
V(A)= N*M*V(P) = " - + im_q

Las estimaciones de varianzas son:

o2

PE)="2, y PR =NMPEF)
m

" S(p-Pf Y(p-Pf

AP 2ty i)

Primera etapa con reposicion y segunda sin reposicion

2

2
V()= Z\%m—m:—‘n_;

N Mo N2 IPS?
F(1- fy)——=

n nm

V(X)=V(NMx) =

XM SR M- Yo

~ N5 i i=1
V(P) =T+(1_f2) nm TN +(-1) nmN(M-1)
N Y (R - P NM' Y R(1- P
V(A)= N*M*V(P)= ’ - +(1- 1)) nml?ﬂ— D
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Las estimaciones de varianzas son iguales que para reposicion en las dos etapas:

V(§)=i, y P(X)=NMPE)
B ) nm ) , _
0 (T (S NN
V(P)= noli = y V( )=N2M2—"
nm n(n-1) n(n-1)

Primera etapa sin reposicion y segunda con reposicion

2 2
S, o,

VE)= =) e

nm

NMSE N IR

V(X)=V(NMx)=(- f)) + —
n nm
XHp-Py =S ER-R) Ye-rf i (i-P)
\N-1% LM Ll =
V() =5 nM yim === AN=1) — nmN
NvaEY(p-r NEYp(i-p)
V(A)= N>MV(P)=(1-f,) : + =l
n(N -1) nm

Cuando la primera etapa es sin reposicion y la segunda con reposicion, las
estimaciones de varianzas son:

S? s? o R
() (1- fl)—+f1 Y V(X)=N>M*V(x)

" Se-rt Srb-r
P)=(1-f)~ N — y V(A)=N"M"V(P)

m& ‘ mi(l_Pi)

Para proporciones y totales de clase: S I = " g
n-— i n

MUESTREO BIETAPICO DE CONGLOMERADOS DE DISTINTO TAMANO
Y PROBABILIDADES IGUALES

Para probabilidades iguales se tiene: X = N lz MxXx, = N > MX,.
n< n s

Las dos etapas sin reposicion

Las varianzas y sus estimaciones para las dos etapas sin reposicion son las siguientes:
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Primera etapa sin reposicion y segunda etapa con reposicion

En este caso, las varianzas y sus estimaciones son las siguientes:

Z]:/:(Xi _)?)2

A

rx)=n-0- 1)

Las dos etapas con reposicion

En este caso, las varianzas y sus estimaciones son las siguientes:

ey A )
i 1 i J
n A 2
Af A Z()%"_)_(") -~ noa N
V( )=N721T (Xi=%ZXini=Mi)_cij

Primera etapa con reposicion y segunda sin reposicion

En este caso, las varianzas y sus estimaciones son las siguientes:

M,

() NY —p N Z(Xff_y’)z

—— — —_— 2- — . ]

V\X)= " Z(X; X) + " ZM; (1 f2i> —(Mi_l)mi
n n A \2

. N2 Z(Xi_Xi) A 1<y A R _

i) (X"ZZX”X Mj
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2~ 1< ~ A A
Para proporciones y totales de clase: X, = —z MP yX =MP
n-;

Los estimadores para medias, proporciones y totales de clase en el muestreo
bietapico con probabilidades iguales y conglomerados de distinto tamaiio son inmediatos:

2 X _
X—_——Z—x,, V(X)=—V(X) V(X)=—V(X)
s N&M, » o~ n NG, o
P=— _IP’ A=W=_ ME
nZM I l’ltz

A

P.= proporcion muestral en el conglomerado i-ésimo

Las formulas para la varianza del total de clase y su estimacion en el caso de
muestreo sin reposicion en ambas etapas son las siguientes:

N\ NPO N ; PO.
A= - 1)y e = 1) (e

2
S(wp-t3un] N
T NS g, o

fc>

n n-1 m. -1

I

Las férmulas para la varianza del total de clase y su estimacidén en el caso de
muestreo Sin reposicion en primera etapay con reposicion en segunda son las siguientes:

-0 2002 Y0 g

Las formulas para la varianza del total de clase y su estimacion en el caso de
muestreo con reposicion en ambas etapas son las siguientes:

1)-2po N5 Mgy

n ns

i
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Las formulas para la varianza del total de clase y su estimacion en el caso de
muestreo con reposicion en primera etapa y sin reposicion en segunda son las siguientes:

V(A) y V(P)=—V(A4).

Para proporciones aplicamos V(f’) =

2 2

Suele expresarse el coste total C mediante la funcion general de costes [ (n, M, ﬁ) definida
como:

C=c, +cn® +c,(nM)* +c,(nM)”

en donde ¢, representa un coste fijo que suele incluir, dependiendo de las encuestas, gastos
de preparacidon técnica, gastos administrativos previos, cartografia, etc. Puede empezarse
por suponer deducido el coste ¢, del total C, para no preocuparse mas que de la distribucion
de los costes variables.

Por otra parte, ¢, c; y ¢3 son los costes unitarios por unidad primaria, por unidad
secundaria listada y por unidad secundaria que sea objeto de entrevista o medida,
respectivamente.

Como casos particulares tipicos de nuestra funcion de costes tenemos:
) a =a =a=1,=C=cn+c,nM+c,nm

2) Ademas de verificarse la condicion anterior, suponemos ¢, = 0, con lo cual no se
cuenta el coste del listado de unidades de segunda etapa. Ahora tenemos: C = ¢,n + c;nm,

que suele denominarse funcion de coste de campo, y que es la mas utilizada habitualmente.

3) Ademas de las dos condiciones anteriores suponemos que ¢; = 0, lo que equivale
a considerar el coste total directamente proporcional al tamafio de la muestra. Tendremos
C =cnm =cm.

Una expresion matematica de la funcién de coste no deducible de la funcion general
anterior es la funcion de coste de Hansen, Hurwitz y Madow, cuya expresion es

C=c,Vn+cn+c,nm, donde el primer término expresa los gastos de viaje entre las

unidades primarias. Hansen, Hurwitz y Madow obtienen el par (n,m) que minimiza la
varianza para una funcion de coste dada.
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Nosotros vamos a suponer en los célculos una funcion de coste de campo definida
como C=n-c,+n-m-c,,y evaluaremos la varianza de la media a optimizar mediante la

expresion aproximada V( )—S—(1+( 1) 6). Para obtener los valores de n y m que
nm

hagan minima V' (X) con la restriccion dada por la funcién de coste de campo construiremos
la funcion de Lagrange:

2

$=——-(1+(m=-13)+A(C=n-c,-n-mc,)

nm

Igualaremos a cero sus derivadas parciales respecto de n, m y A y eliminando
parametros adecuadamente se tiene:

1-0

H.1-9
C

0

MUESTREO BIETAPICO CON PROBABILIDADES DESIGUALES Y CON
REPOSICION EN 12 ETAPA. ESTIMADORES, VARIANZAS Y SU ESTIMACION

Si consideramos la unidad muestral primaria i-ésima de muestreo como una poblacion,

op

siendo X, una estimacion de su total al considerar el submuestreo, y representamos por X,
un estimador insesgado de su media, podemos aplicar la expresion del estimador general de
Hansen y Hurwitz X ,,, (estudiado en el Capitulo 2) al muestreo bietapico, siendo la primera

etapa con reposicion (la segunda etapa puede ser con o sin reposicion). Asi, un estimador
insesgado del total sera:

, . X 1EX, 1e My
Un estimador insesgado del total sera: X, = 2—1; - —.
i n i n -

Para probabilidades proporcionales al tamafio — P, = 7 con M= Z M., luego:
i=1

Iy TR

n

Los estimadores para medias, proporciones y totales de clase en el muestreo
bietdpico con probabilidades desiguales son inmediatos:

M. R
A X L p A
2 1 =& 1l a X 1 Mx A i 1 MP
X=—X - Il , - - - it
M-" M5 wP n5 P Z nz,-: P
M, .
pP=—

>

P = proporcion muestral en el conglomerado i-ésimo.
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Varianzas

Como la primera etapa es siempre con reposicion, distinguiremos entre si la segunda etapa
€S con reposicion o sin reposicion.

Sin reposicion en segunda etapa
- 1

2
5 1 X, (1 f2) a2 2
V(X)) ==Y | - X | P+ D82 V(X ) =
Xon) nZ(PI J ' Z,: nPm, ' (Xo) M?

i=1

V(X )

PRI A k! Y M(1-£) MPO
V(AHH)=H(ZPI._A2J+ZW'A4!I_QI

it Ly T~ nPm A

V( w) =37
Mi

Para el caso particular de probabilidades proporcionales a los tamarios P, = v

N
con M = Z M., se tiene:

i=1

v 2 N a2 v(y2 vV
V(XHH) i -X %‘FZM*S?:% XX +ZMI -£)-S?
MM M T nmM/M n|‘o\M M T m,

Con reposicion en segunda etapa

2

2 1 & ( X, Y M, A 1 2
V(XHH)=;Z[?_X] +Z PWI O;a V(XHH)=WV(XHH)

i=1 i i

i

V(/LH>=iﬁ[A—"— ]P+Z . pp,

i=1 ri

A 1 A
V(P )= e V(4)

M[

Para el caso particular de probabilidades proporcionales a los tamarios P. = Iv;

N
con M = Z M., se tiene:

i=1

2 2
(X M, X M? ML (X x? NOM.
V(X : X Ly —— 0] =— ——— | + L.o!
(””) Z[M/M JM aniMi/M ! n[Z{M M Zm ’
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Estimacion de varianzas (obtenidas por el método de los conglomerados ultimos)

Los estimadores insesgados para las varianzas de los estimadores cuando la primera etapa es con
reposicion, no dependen de si la segunda etapa es o no con reposicion.

Independientemente de que la segunda etapa sea o no con reposicion, si la primera
etapa es con reposicion, los estimadores insesgados para las varianzas de los estimadores son
los siguientes:

.2 1 o~ 2
V(P)=VV(A)

MUESTREO BIETAPICO CON PROBABILIDADES DESIGUALES Y SIN
REPOSICION EN 12 ETAPA. ESTIMADORES, VARIANZAS Y SU ESTIMACION

Si consideramos la unidad muestral primaria i-ésima de muestreo como una poblacion,
siendo X, una estimacion de su total al considerar el submuestreo, y representamos por X,
un estimador insesgado de su media, podemos aplicar la expresion del estimador general de

Hoewitz y Thompson X ,,; al muestreo bietdpico, siendo la primera etapa sin reposicion (la
segunda etapa puede ser con o sin reposicion). Asi, un estimador insesgado del total sera:

Como casos particulares de este estimador tenemos:

Conglomerados del mismo tamario M

2 Mx, —& X,
XHT=Z =My

Ral

}l

nM. i
Lcon M= M.
LI Y

i=1

Probabilidades proporcionales al tamaiio — 71, =

M.x

5 nMi'fi_n ii_Mn—
X =27 _ZnM,./M_ 2

1
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Probabilidades iguales — 1, = n

N

XHT=Z Zn/N _EiMixi

n-;

Vemos que las expresiones de los estimadores coinciden en muestreo con y sin
reposicion.

Los estimadores para medias, proporciones y totales de clase en el muestreo
bietdapico con probabilidades desiguales son inmediatos:

S

=$ HT __Z Z

<
~

A

P = proporcion muestral en el conglomerado i-¢simo

Tlun
™
‘s

o

>~

2=M1§=Mi - =Zﬂi

Varianzas

Como la primera etapa es siempre sin reposicion, distinguiremos entre si la segunda etapa es
con reposicidn o sin reposicion.

Sin reposicion en segunda etapa

2

B RS A e s

i=j JT; T m; 7,
V(A_/HH) =WV(XHH)

Con reposicion en segunda etapa

N 2 2

Mo A 1 A
V(XHT) Z (1 -, )+Z (”,, ”i”j)"'z mlnl > V(XHH)= M V(XHH)
i i=j JT; i i

v

Para el caso particular de totales de clase y proporciones se hacen las siguintes
sustituciones en las formulas anteriores:
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Estimacion de varianzas (obtenidas mediante los teoremas I y I de Durbin)

Sin reposicion en segunda etapa

50 . X;‘Z . X:‘ X C (l_f,')MiZSiZ
V(XHT) = Z_(l _”i)"'z__j(”ij _”1”_/)"'22—
i=1 JT; i=j Tp T i

mJ;

Con reposicion en segunda etapa
.2 No§? oYX Ve
V(XHT)=Z7(1 _”i)"'z_ ”1 (”ij _”i”j)-'-z
i=1 i

i
i) JT . i Mm.Jr.

i J i [

1

2

Para las medias se hace T}()L( ) = V(X ) -

Para el caso particular de totales de clase y proporciones se hace S‘f =1 131 Q .

En el muestreo polietapico se realizan submuestreos consecutivos hasta un numero de etapas
determinado. Por ejemplo, en el muestreo trietdpico se selecciona en una primera etapa una
muestra de unidades primarias, en una segunda etapa se realiza submuestreo en cada una de
las unidades de la muestra de primera etapa y en una tercera etapa se realiza submuestreo en
cada una de las unidades de la muestra de segunda etapa. De forma similar se generalizaria
para un numero elevado de etapas, dando lugar al muestreo polietapico.

Muestreo con reposicion de unidades primarias y sin reposicion en las restantes etapas

Considerando la unidad muestral i-ésima como una poblacién y representando por X, un
estimador insesgado de X, podemos extender el estimador insesgado de Hansen y Hurwitz

a cualquier niimero de etapas. Tenemos entonces que un estimador insesgado del total sera:
3 X1 z X 1 Z M,
W 4pP n5* P n5 P

nP, ;

La varianza de este estimador y su estimacion son las siguientes:

n XA'I :
2 P _XHH
e PRERS | ETRRPTS U o 17():()= N
i n i Pz ' i ' i n(n—l)

Muestreo sin reposicion en todas las etapas

Considerando la unidad muestral i-ésima como una poblacién y representando por X, un
estimador insesgado de X, , podemos extender el estimador insesgado de Horvitz y Thompson a
cualquier nimero de etapas. Tenemos entonces que un estimador insesgado del total sera:
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La varianza de este estimador es:
N X
V(XHT) Z—JT + 22——7{ -X’+ Za T
i=1 i i<j i j
Un estimador insesgado para la varianza es:

(- £, )M} S;
Z—

m;J;

P(X,,) = Z—(l =, )+Z——(er 7))+

i=1 i i i

DISENOS COMPLEJOS: MUESTREO BIETAPICO CON ESTRATIFICACION
EN PRIMERA ETAPA

En la practica es habitual utilizar disefios polietapicos con distintos tipos de muestreo en
cada etapa. Es muy comun utilizar estratificacién de unidades primarias para seleccionar las
unidades primarias de la muestra de primera etapa mediante muestreo estratificado. Después
se realiza la seleccion de las unidades de segunda etapa dentro de cada unidad de primera
etapa. Para este tipo de muestreo bietdpico con estratificacion en primera etapa las formulas de
los estimadores, varianzas y estimaciones de varianzas se presentaran a continuacion.

Sean los pesos de los estratos y las fracciones de muestreo.

N M

n,m,
w,= ]\I;Mh Ji= Nthh =t S
_ L _ L n
Un estimador insesgado de la media es X, = Z WX, = Z Zx pues
h h i

E(xst)= ZWhElszh = ZWhEl H_ZEZ‘xih = ZWhElxh =ZWh h =
W W w W W

La varianza del estimador de la media viene dada por:

_ L L SZ SZ
Vix,)|=>Yw:-vix,)=>Wwl-f,) —2Z+(1- L
()= S 1) S| 0= )26 1- 1) S
La muestra es autoponderada si f, = f,, - f,, = fy la estimacién de la varianza
vendra dada por la siguiente expresion:

L

)2 7S 0 1) - ) 2

h w"n W'

De forma similar se realizan otros disefios complejos de encuestas. En cada etapa se
aplicaran los calculos relativos al tipo de muestreo definido en ella.
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8.1.

PROBLEMAS RESUELTOS

En un barrio de una ciudad se obtiene una muestra de 6 manzanas de 30 casas cada una con
probabilidades iguales. Dentro de cada manzana de la muestra se realiza submuestreo sin
reposicion con fraccion de muestreo igual a 1/6, y se obtienen los siguientes valores para el
numero de casas en las que viven jubilados:

Manzana [1]2]3]4]|5]6
N°decasasconjubilados|4|3|5|2 | 1 |5

Se pide:

1) Suponiendo muestreo con reposicion de unidades primarias, estimar la proporciéon P de
casas del barrio en las que viven jubilados y su error relativo de muestreo. Estimar por
intervalos al 95% el total 4 de casas del barrio en las que viven jubilados.

2) Suponiendo muestreo sin reposicion de unidades primarias y fraccion de muestreo en
primera etapa igual a 1/2, estimar la proporcion de casas del barrio en las que viven
jubilados y su error relativo de muestreo. Construir la tabla del anélisis de la varianza para la
muestra y estimar el valor del coeficiente de correlacion intraconglomerados. Estimar por
intervalos al 95% el total de casas del barrio en las que viven jubilados.

Consideramos las manzanas como conglomerados de igual tamafio (30 casas cada manzana).
m, 1

Tenemos como datos 7 = 6, M =30, £, =A—/’[:>ml. =f2i1\_4=—30=5=n_a.

(o)

Estamos entonces en muestreo bietapico de conglomerados del mismo tamafio con
submuestreo también del mismo tamafio y con reposicion en primera etapa sin existir
reposicion en segunda etapa. El estimador de la proporcion es:

plyp Y2,3,5,2,1,5) 2
nt 555 5 5) 3

Para calcular la varianza del estimador realizamos la tabla muestral del analisis de la
varianza. Para ello utilizamos seis variables de clasificacion de, C1 a C6, una por cada
conglomerado muestral, de modo que cada variable tiene un numero de unos igual al total de
clase del conglomerado muestral correspondiente, y ceros para el resto de las unidades del
conglomerado muestral. Se elige Andlisis de la varianza de un factor en Andlisis de datos
del menta Herramientas, y se rellena su pantalla de entrada como se indica en la Figura 8-1.
Los resultados se ven en la Figura 8-2.

JV(P) /0,018 0,134164

P 2/3 2/3

Cv(P) = =02 (20%)
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A|lB C|D E|F P A
| RS Analisis de varianza de un factor @g
21 1 1 1 1 1) Entrada
a 1 1 1 1 0 1 Rango de entrada $A41:4F 46 =
3111100 0 1] e e EYy— S|
" Eilas Ayuda
\%I 0 0 1 o o 1 [+ Rotulos en la primera fila
] Alfa: ID,?
‘IBEI Oprciohes de salida
11 @ Rango de salida: $G$1 Ssi
12 € En una hoja nueva:
13
-~
14 En un libro nuevo
1
Figura 8-1
G H | il K L M
1 |Analisis de varianza de un factar
2
3 |RESUMEN
4 Grugos Cuenfa Suma Promedio Varianza
5 |C1 5 4 0.8 02
B C2 5 £ 0.8 03
7 C3 5 5 1 1]
8 C4 5 2 04 03
8 Cc5 5 1 0.2 02
10 C6 5 I 1 0

=

13 ANALISIS DE vARIANZA

14 Origen de las variaciones Suma de cuadrados

Grados de fiberiad Promedio de los cuadrados F FProbabilidad | Valor crifico para F

15 Entre grupos 2,6666B66ET 5 0,533333333 32 0,023804484 2620685214
16 Dentro de los grupos 4 24 0,166666EE7
17
18 Total 5,566666667 29
149
Figura 8-2

Al ser la fraccion de muestreo en primera etapa 1/2, tenemos 1/2 = 6/N, de donde el
numero de conglomerados en la poblacién es N = 13. Para hacer una estimacién por
intervalos del total de la caracteristica 4 en la poblacion, necesitamos la varianza del

estimador del total. Pero:

V(A)=N>M*V(P)=12% %30 0,018 = 2332,8 = &5(4) = 483

El intervalo de confianza

(4-2,6(4), 4-2,6(4))=[240 -196 %483, 240 +1,96 +48,3] = [14533, 334,66]

para el total al 95% suponiendo normalidad sera:

A=NMP=12%30%= =240

W | N

En el caso de que ambas etapas sean sin reposicion, los estimadores de la proporcion
y el total de clase no varian, pero si cambian los errores de muestreo. La varianza del
estimador de la proporcion sera ahora:

V(ﬁ)=(l—ﬁ)ji+.ﬁ(1—.fz)

El error relativo es Cv( P) =

observa que en muestreo sin repo

Q2
S =(l_1j0,5333+1[1_1j0,1666=0’0112
nm S

2) 65 20 6

>

JV(P)  AJ0,0112 010583
SEAN - =0,1587 (1587%)y se
P 2/3 2/3 7 (I5874)

sicidn el error resulta ser menor.
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8.2

Una region tiene 1000 hogares agrupados en 50 pequefios municipios de tamafios desiguales
M; (i=1,2,..,50). Se trata de estimar la proporcion de hogares que estan al corriente de
sus obligaciones fiscales mediante muestreo de conglomerados con submuestreo con
probabilidades iguales y sin reposicion en las dos etapas. En la primera etapa se obtienen 5
municipios muestrales de tamafos 6, 10, 8, 20 y 60 hogares. En la segunda etapa, realizada
con fracciones de muestreo f5; = 4/M;, se obtiene en los 5 municipios de la muestra de
primera etapa los valores 1, 3, 2, 2 y 3 para el nimero de hogares que estan al corriente de
sus obligaciones fiscales. Se pide:

1) Hallar el estimador insesgado de la proporcion de hogares que estan al corriente de sus
obligaciones fiscales y su error absoluto y relativo de muestreo.

2) Construir la tabla del analisis de la varianza para la muestra y comprobar la igualdad
fundamental.

Consideramos los municipios como conglomerados de distinto tamafio. Las unidades elementales
son los hogares de los municipios. Tenemos:

=>m, =4Vi

El estimador insesgado para la proporcion en muestreo bietipico para conglomerados de
distinto tamafio es:

n

2

i

A 5 ~
P= LZM.P:L 6141024824202 460> =0,68
004 4 4 4 4

3| =
<|=
~

20, 3
5 10 ©1 100 4
Para estimar la varianza de la proporcion utilizamos la féormula adecuada al

muestreo bietdpico sin reposicion en las dos etapas con probabilidades iguales para
conglomerados de distinto tamafio. Tenemos:

M2

}n MP 1§n Mﬁjz
2 i T it "
19(13)= LN (ln—.ﬁ), i nff +—];’ ZM,?(l—fz) _BQ-l =0,1458

n/li_

El error relativo de muestreo viene dado por el coeficiente de variacion del
estimador. Tenemos:

Cv(P) = VVEP) _ V01458 038 0,5588 (55,88%)
0,68 0,68

Como m, =4=m Vi, la tabla del analisis de la varianza para la muestra en este
caso del muestreo bietapico es la siguiente:
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8.3.

Fuente Grados libertad Sumas de cuadrados Cuadrados medios
“entre” n-1 my. (13, - 13)2 S?
“dentro” n(m -1) my. P (1 -P ) S?

i=1
Total nm -1 nmPQ S?

La relacion fundamental del analisis de la varianza sera: (nini—1)S* = (i —n)S? +(n—1)S> .
Todos los elementos del cuadro son calculables con nuestros datos, con lo que ya pueden
realizarse las operaciones para obtener los siguientes resultados:

Fuente Grados libertad Sumas de cuadrados Cuadrados medios
“entre” 5-1=4 0,7 0,175
“dentro” S4-1)=15 4,25 0,2833
Total 5-4-1=19 4,95 0,26

Consideremos una provincia con 400 municipios. Para estimar el total de hogares con
automovil en la provincia se selecciona una muestra de 10 municipios con igual
probabilidad, y dentro de cada municipio de la muestra se seleccionan aleatoriamente
hogares utilizando una fraccion de muestreo f= 1/5. Se obtienen los siguientes datos:

Distritos Total de hogares en N °dehogares en Hogares con
muestrales los distritos (M ;) lamuestra (m,) coche (A,)
1 200 40 6
2 180 35 7
3 35 7 1
4 220 44 7
5 80 16 1
6 140 28 3
7 125 25 2
8 65 13 2
9 140 28 2

10 55 11 1

Se pide:

1) Estimar el total de hogares con automdvil en la provincia y sus errores absoluto y relativo
de muestreo.

2) Realizar la estimacion anterior por intervalos al 95% de confianza.

Consideramos los municipios como conglomerados de distinto tamafio. Las unidades
elementales son los hogares dentro de los municipios.
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8.4.

El estimador insesgado para la proporcion en muestreo bietapico para conglomerados
de distinto tamafio con probabilidades iguales es:

. n. 4 1
A=EZMI,P,. 49015008 4180 +-..+531 | = 6440
n4 10 40 35 11

Para estimar la varianza del total de clase utilizamos la formula adecuada al

muestreo bietapico sin reposicion en las dos etapas (no se especifica otra cosa) con
probabilidades iguales para conglomerados de distinto tamafio. Tenemos:

n

~ o 1en AY
Z(M,B—ZM-RJ
2 n
19(21)=N(1_f‘)- " 7 NSap(o )t _ 628237
n n-1 ne m -1

i

El error relativo de muestreo viene dado por el coeficiente de variacion del estimador.

Tenemos:
2
Cv(P) = ( ) _ 628237 _ 792,614 20123 (12.3%)
A 6440 6440

Para hacer una estimacion por intervalos del total de la caracteristica suponiendo
normalidad tendremos:

(4-2,6(2).4 - 4,6(1))=[6440-1.96- 792,61, 6440+1.96-792,61]=[4886.4, 7993.5]

De una vifia formada por 1000 lineos de 50 cepas cada uno, se extrae una muestra de 30
lineos. Dentro de cada lineo de la muestra se analizan cinco cepas, utilizando muestreo con
probabilidades iguales y con reemplazamiento en primera etapa. El analisis de la varianza de
la muestra para una variable medida sobre las cepas presenta los siguientes resultados:

Fuente de variacion Grados de libertad Cuadrados medios
Entre lineos 29 600
Dentro de lineos 120 400

1) Estimar el error de muestreo del estimador de la media de la variable medida sobre las
cepas. Hallar la amplitud de las estimaciones por intervalos al 95% de confianza.

2) Realizar los mismos calculos para muestreo sin reposicién en ambas etapas, comparando
los resultados con los del apartado anterior.

Consideramos cada lineo como conglomerado de 50 cepas (tamafios iguales). Cuando existe
reposicion en primera etapa, la formula de la estimacién de la varianza de la media,
independientemente de que haya o no reposicion en segunda etapa, es la siguiente:

La tabla del analisis de la varianza para la muestra en el caso del muestreo bietapico
es la siguiente:
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8.5.

Fuente Grados libertad
“entre” n-1
“dentro” n(m -1)
Total nm -1

Sumas de cuadrados

Cuadrados medios

17_12()? -5
3lx

ii(X,.j—f)z

Si consideramos los datos de nuestro problema tenemos S bz =600y b:i
S

600

wm 29-5

=400. Por tanto:

La amplitud del intervalo de confianza al 95% es 2 \/I}(?), que puede considerarse

como un limite para el error de muestreo, y que en nuestro caso vale 4.

Si las dos etapas son sin reposicion se tiene:

77)=(-1)

o2
S

SZ

(1-7)- —

(-

30

30 j 600

+
1000/30-5

1000

(1_

5

_jﬂ =395
50

30-5

La amplitud del intervalo de confianza al 95% es 2 4/ I}(? ) , que en este caso vale 7,9.

Como es natural, tiene menos varianza el muestreo sin reposicion, ya que siempre es mas
preciso. Este hecho también se refleja en la anchura de los intervalos de confianza.

Un fabricante de prendas de vestir tiene 90 plantas localizadas en todo Estados Unidos y
quiere estimar el nimero promedio de horas que las maquinas de coser estuvieron sin
funcionar por reparacion en los meses pasados. Debido a que las plantas estin muy
dispersas, el fabricante decide utilizar un muestreo por conglomerados, especificando cada
planta como un conglomerado de maquinas. Cada planta contiene muchas maquinas, y el
verificar los registros de reparacion de cada maquina implicaria consumir tiempo. Por tanto
el fabricante usa un muestreo en dos etapas. Se dispone de tiempo y dinero suficientes para
muestrear 10 plantas y aproximadamente un 20% de las maquinas de cada planta. Dados los
siguientes datos sobre el tiempo sin funcionar para las maquinas de coser por plantas

Planta M;

1 SO
2 65
3 45
4 48
5 52
6 58
7 42
8 66
9 40
10 56

mi

10
13
9
10
10
12
8
13
8
11

Tiempo sin funcionar (en horas) X;

7

3,7,
, 6,4,
4,0

4,3
1

6,7,5,

,7,9,0,11,2,8,4,3,

5
2,11,0,1,9,4,3,2,1,5

1
1,

3
7
3
3
1

1,1

0,

,4
,8
2
9,

0,1

2,
9,

1
4,

0,1,
8,

8,4
6, 10

1,0,2,8,6,5,3

>

>

>

2
4
2
1
1

9

>

>

s

>

0
3
8
4
2

>

>

>

0)

>

0,
2
4
5
1

1,4,3,2,4
,0,4,5,6,3

,4,0,5,4

s34

5,40
4,00
5,67
4,80
4,30
3,83
5,00
3,85
4,88
5,00

11,38
10,67
16,75
13,29
11,12
14,88

5,14

431

6,13
11,80

Estimar el tiempo sin funcionar promedio por maquina y establecer un limite para el error de
estimacion. El fabricante sabe que tiene un total de 4.500 maquinas en todas las plantas.
Estimar también la cantidad total de tiempo sin funcionar durante el mes pasado para todas
las maquinas. Estimar el tiempo sin funcionar promedio por maquina en caso de que no se
conozca el nimero total de maquinas.
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Para estimar el tiempo promedio sin funcionar por maquina tenemos:

)=c=l y &f, =L(50-5,4+65~4+~-+56~5)=4,8
nig M 4500-10
n A 2 ;
)2.—)?. Xi'__[ i
i(5)- V0-1) Z( ‘ ) N & M- 1) Z( -
Vix)= 5

- + 5 . =
nM n-1 nM~* 5 m; m; —1

902 1-E
90

10- 45007

>

768,38 + Lz -21990,96 = 0,037094
10-4500

Un limite para el error de estimacion puede calcularse a través del intervalo de
confianza para el estimador x =2,/0,037094 = 4,8 +0,38.

Para la estimacion de la cantidad total de tiempo sin funcionar para todas las maquinas
tenemos el estimador X = Mx = 4500-4.8 = 21600 , siendo la estimacion de su varianza

V(X)=M*V(X)=4500%-0,037094 = 751153,5 .

Si no se conoce M se estima la media mediante el estimador de razon:

> M7,
: (50-54+65-44-456-5)

4.6
< 50+65+---56

5= =S e poreo PG -7 N -\, =2 N 2 T
V(X)=T(Sx +R"S —2RSrm)=_—( Ml.xl. +X M -2x Ml.xl. Ml)=0,049
nM* M ’ an(n—l) ;( ) ; ;
Se observa que la estimacidén por razon, provocada por el desconocimiento de M,
origina un error superior, pero no en demasiada cuantia.

8.6. Para estimar el total de una magnitud en una poblacion de 100 conglomerados se estratifica la misma
en dos zonas, rural y urbana, con 60 y 40 conglomerados respectivamente. En la zona rural se
selecciona una muestra de cinco conglomerados con probabilidades proporcionales a su tamafio M; y
con reemplazamiento, mientras que en la zona urbana se selecciona una muestra sistematica de
cuatro conglomerados con coeficiente de correlacion intramuestral igual a una milésima. Se tiene:

ZONA RURAL ZONA URBANA
Unidad Unidad
muestral M; Total muestral Total
1 7 13 1 21
2 6 11 2 15
3 8 18 3 24
4 4 10 4 20
5 5 11

1) Estimar la media por conglomerado en cada zona y sus errores absoluto y relativo de
muestreo. Hallar también un intervalo de confianza del 95% para la media por conglomerado
en cada zona.

2) Estimar el total en la poblacion y sus errores absoluto y relativo de muestreo.
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Comenzaremos por la zona rural, en la cual tenemos definido muestreo unietdpico de
conglomerados con probabilidades proporcionales a los tamafios y muestreo con reposicion, lo
que nos lleva a utilizar el estimador de Hansen y Hurwitz. Tenemos:

L X1 1L 13 11 18 10 11
LA & T X 115 I 18 10 2,128
" MZB M, nT M,/ M, nz M, ( 6 8 4 sj

Para estimar la varianza del estimador de la media utilizamos:

2 2
X & 2 X 2
- X —-MX

1 ;( P HHR] 1 Zl( M, / M R HHR]

A D 1 i= R
VX, V=—00~V S Ay _
( HHR) MR ( HHR) MR " (n _ 1) M; " (n _ 1)
2

0 (X A 2 2 2 2 11 2
Dl = X 1—3—2128 11—2,128] (lg—mzsj (10—2128 —2128]
i\ M \7 6 8 4 5

n(n-1) 20

El error relativo de muestreo en la zona rural sera:

ot~ V) _ JO0TG

=g~ 0059=6%
XHHR ?

Un intervalo de confianza al 95% para el gasto medio por hogar en zona rural es:

X £ A AV (X ) = 2,128 £1,96,/0,016 =[1,880, 2,376]

Nos ocupamos ahora de la zona urbana, en la cual tenemos definido muestreo
sistematico con un coeficiente de correlacion intramuestral muy pequefio, lo que nos va a
permitir estimar la varianza mediante la formula del muestreo aleatorio simple. Tenemos
entonces los siguientes estimadores:

)A(U _ 21+15+24+20 _20
4

& 4 3[(21-20)2+(15-20)2+(24-20)2+(20-20)2]
VX, = (=)= (1=

=315
40 4

El error relativo de muestreo en la zona urbana sera:

4 3,15
Cv(X,) = (*,) =N _0,0887 =8,87%
X

U

Un intervalo de confianza al 95% para el gasto medio por hogar en zona urbana es:

=0,016
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X, £ 2 V(X,)=20196,315 =[16,5214, 23,4786]

Para estimar el total de la poblacion utilizamos el muestreo estratificado, que es el
definido en primera etapa, teniendo en cuenta que en segunda etapa estan definidos muestreo
unietapico de conglomerados en la zona rural, y muestreo sistematico en la zona urbana.
Tenemos:

X, =Y N,E, = 60X, +40X, = 60-2,128 +40-20 = 927,68

h=1

V(X,) =Y NV(E,) = 60V (X, ) +40V(X,,) = 60°-0,016+40° 315 = 50976
h=1

. V(X)) /50976
Cw(X )= X.) = 0,077 =7,7%

927,68

A

8.7. En las 10 regiones de un pais se efectua muestreo en dos etapas (1* etapa con reposicion). En
la primera etapa se obtienen tres regiones de 50, 60 y 80 distritos. En la segunda etapa se
seleccionan cinco distritos de cada region de la primera etapa en los que se mide el numero
de habitantes condenados a cadena perpetua, y se obtienen los siguientes datos:

Unidades primarias | Tamariios | Valores observados X ;

de la muestra(n=3) | (M,) m, =m=>5
REGION, 50 8, 6,12,14,10
REGION, 60 8,10,14,14,16
REGION, 80 8,10,10,16,12

Sabiendo que el total de distritos es M = 600, se pide formar un estimador insesgado del total
X de condenados a cadena perpetua y calcular el valor particular correspondiente a los datos
del problema en los siguientes casos:

1) Muestreo con probabilidades iguales en las dos etapas.
2) Muestreo con probabilidades proporcionales al tamafio en primera etapa.
3) Estimar el error de muestreo en ambos casos.

Para probabilidades iguales en ambas etapas el estimador del total es:
s N& ., _ 10
X = _Zfoi = ?(50 -10+60-12,4+80-1 1,2) =7133,33 = 7134 condenados
n

La estimacion de la varianza es:

n(n—l) B n(n—l) n n-1 n n-1

@((5040—713,33)2 +(60-12,4-71333)> +(80-11,2-71333)°
3 2

]=2.19385-107
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8.8.

Para probabilidades proporcionales a los tamafios en primera etapa se tiene:

)?H=liﬂ=_zM/M=_ix 600(10+124+112) 6720 condenados

n

La estimacion de la varianza es:

A

p(y)}(f‘jzf‘if) ZW(T ) et

600*((10-11.2) + (124 -11.2) +(12-112))
6

=172800

Se observa que el error de muestreo es mucho menor en el caso de utilizar
probabilidades proporcionales a los tamafios.

Consideramos las 1100 granjas de cerdos de una comarca que se estratifican formando 2
estratos. El primero de ellos (granjas en zona rural) tiene 1.000 granjas de 50 cerdos con 4
meses de edad del que se extrae una muestra de 5 granjas, en cada una de las cuales se obtiene
a su vez una submuestra de 6 cerdos. Los pesos promedios (en arrobas) de los 6 cerdos con 4
meses de las 5 granjas anteriores extraidas del primer estrato son los siguientes:

¥,=1{3,5,2,4,6} i=1,2,.,5 y S =15 El segundo estrato (granjas en perimetro
urbano) tiene 100 granjas de 40 cerdos con 4 meses cada una del que se extrae una muestra de
6 granjas, en cada una de las cuales se obtiene a su vez una submuestra de 4 cerdos. Los pesos
promedios (en arrobas) de los 4 cerdos con 4 meses de las 6 granjas anteriores extraidas del
segundo estrato son los siguientes: X ,={3,4,3,5,3,3} i=1,2,..,6 y S2W =1,33. A partir
de esta informacion, estimar el peso promedio de los cerdos a los 4 meses en las granjas de la
comarca y sus etrores absoluto y relativo de muestreo considerando muestreo sin reposicion y

probabilidades iguales en todas las etapas. Hallar también un intervalo de confianza para el
peso promedio de los cerdos a los 4 meses en las granjas de la comarca al 95%.

Estamos ante el tipico disefio complejo de muestreo bietapico de conglomerados (granjas de
cerdos) con estratificacion de las unidades de primera etapa (las granjas) en dos estratos. Las

unidades elementales de segunda etapa son los cerdos con 4 meses de las granjas.

Inicialmente estimamos la media y su varianza en el primer estrato. Tenemos:

A (R

1000)30 " 1000 50/ 30
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Ahora estimamos la media y su varianza en el segundo estrato. Tenemos:

S

& $ 6128 6 41 133
1- 2b 1- =|1- — - =
e)=0-1) 2mz+f2]( fa) i ( 100)24+100( 40) 247

El estimador de la media estratificado sera:

2 —_— p—
X, =2 WX, =WX + WxZ—@4 ﬂ35 3,685 arrobas
= 1100 1100

La estimacion de la varianza del estimador de la media valdra:

1000 100
V(x WV, =WV ), +WV(x 0,5+ -0,113=0415
(x,) = Z x,)=WV(), () = (1100) (1100}

El error relativo de muestreo se estimara mediante:

\/V X, 1/041
(*x,) =0,1748 (17,48%)

3,685

Cn(x,) =

st

El intervalo de confianza al 95%, suponiendo normalidad, sera:
X, = A V(%) =3,685=1960,415 =[2,42, 4,95]

8.9. Una empresa tiene que realizar una encuesta en la que las unidades primarias de muestreo
son las secciones censales y las unidades de segunda etapa son las familias pertenecientes a
las secciones censales. La empresa dispone de agentes entrevistadores que residen en la
capital de cada provincia en la que tiene sucursales. Se supone que el coste de enviar un
agente a una seccion censal es de 500 euros y el de realizar una entrevista a una familia es de
50 euros.

Si existe un presupuesto de 3000000 de euros para realizar la encuesta siendo la
caracteristica a estimar la proporcion de poblacion activa respecto del total, y por encuestas
anteriores se tiene una estimacion de dicha proporcion del 38% y una estimacion del
coeficiente de correlacion intraconglomerados de 0,05, se pide:

1) Considerando muestreo con reposicion, plantear el problema de Lagrange que permite
calcular el numero 6ptimo de secciones censales y el de familias a entrevistar dentro de cada

una.

2) Hallar el valor de los ntimeros 6ptimos citados para el coste total dado.
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8.10.

Para plantear el problema de Lagrange adecuado, consideramos la funcion de coste de
campo C = ¢,n + c,nm donde c; = 500 es el coste de enviar un agente a una seccién censal

y ¢ = 50 es el coste de realizar una entrevista a una familia en segunda etapa. Como el
presupuesto total para realizar la encuesta es de 3000000 de euros, la funcion de coste sera:

3000000 = 500n + 50nm

Como la caracteristica a estimar es el porcentaje de poblacidon activa respecto del
total, utilizaremos la varianza de la proporcion para denotar el error, es decir:

. PO
Vp)=Qa-f) —(1+(m-10)

El problema se resuelve minimizando la varianza para el coste dada a través del
problema de optimizaciéon de Lagrange:

0,38(1.0,38)
nm
3000000= 5007 + 50nm

MinV (P)=(1- f) =14 familias

(1+m@-1005)| _ \/c, 1-9 \/500 1-0,05
S>m= |4 — = |—/-
¢, O 50 0,05
3000000 3000000

3000000 = 5007 + 50777 = 1 = _ _
I = = 00 + 50/ - 500+ 50- 14

500 secciones censales

Una empresa quiere estimar la proporcion de maquinas que han sido retiradas del proceso de
produccion debido a reparaciones mayores. Para ello utiliza muestreo en dos etapas
considerando unidades de primera etapa las plantas de que dispone y unidades de segunda
etapa las maquinas de las plantas. Se dispone de tiempo y dinero para muestrear 10 plantas y
se obtiene que los tamafios de las plantas M;, las maquinas muestreadas en cada planta en
segunda etapa m; y las proporciones muestrales de maquinas que requieren reparaciones
mayores son los que se exponen en la siguiente tabla:

Porcentaje de maquinas
Planta M, m, con reparacion es mayores (131.)
1 50 10 0,40
2 65 13 0,38
3 45 9 0,22
4 48 10 0,30
5 52 10 0,50
6 58 12 0,25
7 42 8 0,38
8 66 13 0,31
9 40 8 0,25
10 56 11 0,36

Estimar la proporcion de maquinas que han sido retiradas del proceso de produccion debido
a reparaciones mayores para todas las plantas y establecer un limite para el error de
estimacion al 95%.
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Al no conocerse el valor M se utilizara el estimador de la proporcion por razon al tamafio
siguiente:

cuyo error de muestreo puede estimarse mediante:

: 56,
— M?*(1- £ ) —==0,0081
nM’ n-1 +nNMZZ,~: '( fz') m -1

1

i

I}(A)=(1_f1) Zn:Miz(ﬁi_ﬁ)z 1

Un limite para el error de estimacion al 95% sera:

Px 2419113 )= 0,34 = 0,056

Se estima entonces que la proporciéon de maquinas involucradas en reparaciones
mayores es de 0,34, con un limite para el error de estimacion de 0,056.
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8.1.

8.2

EJERCICIOS PROPUESTOS

Se desea estimar el consumo de los hogares espafioles a través de una muestra bietdpica
formada por conglomerados de 500 hogares cuya unidad primaria de muestreo es la seccion
censal. El coeficiente de correlacion intraconglomerados es 0,1. El coste de preparacion de
listados y planimetria de cada seccion censal a incluir en la muestra es de 5.000 unidades
monetarias, y el coste de entrevista por hogar es de 1000 unidades monetarias, no
considerandose mas componentes en la funcion de coste total. Si se dispone de un
presupuesto global de 10000000 de unidades monetarias, se pide:

1) Especificar la funcién de coste total y plantear el problema de optimizacion con
restricciones asociado.

2) (Cuadles serian los tamafios de muestra en cada etapa que optimizasen el disefio? Se
entiende por disefio optimo aquel que logra la maxima precision dentro del presupuesto
fijado.

3) Si se estratifican las secciones censales en dos estratos del mismo tamafio correspondientes
a zona rural y zona urbana, de modo que la variabilidad del consumo de los hogares medida a
través de la varianza es tres veces superior en la zona urbana que en la rural, ;como se distribuiria
la muestra en cada estrato y en cada etapa para optimizar el disefio?

Un investigador desea muestrear tres hospitales de entre los seis que existen en una ciudad,
con el proposito de estimar la proporcion de pacientes que han estado (o estaran) en el
hospital por mas de dos dias consecutivos. Puesto que los hospitales varian en tamafio, éstos
seran muestreados con probabilidades proporcionales al nimero de sus pacientes. En los tres
hospitales muestreados se examinara un 10% de los registros de los pacientes actuales para
determinar cuantos pacientes permaneceran por mas de dos dias en el hospital. Con la
informacién sobre los tamafios de los hospitales dada en la tabla adjunta se selecciona una
muestra de tres hospitales con probabilidades proporcionales al tamafio.

Hosp. Pacien. Interv. Hosp. Pacien. Interv. Hosp. Pacien. Interv
1 328 1-328 2 109 329-437 3 432 438-869
4 220 870-1089 5 280 1090-1369 6 190 1370-1559

Puesto que seran seleccionados tres hospitales, tres numeros aleatorios entre el 0001 y el
1559 deben ser seleccionados de la tabla de nimeros aleatorios. Nuestros nimeros elegidos
son 1505, 1256 y 0827. ;Qué hospitales seran elegidos para la muestra? Supongase que los
hospitales muestreados dieron los siguientes datos sobre el numero de pacientes con
permanencia de mas de dos dias:

Hospital N° de pacientes muestreados N° con mas de dos dias de permanencia

a 43 25
b 28 15
c 19 8

Estimar la proporciéon de pacientes con permanencia superior a dos dias para los seis
hospitales y establecer un limite para el error de estimacion.
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8.3.

84.

8.5.

Supongamos que cinco investigadores toman muestras independientes de igual tamafio
constituidas por pequefias parcelas de un campo de cultivo y obtienen estimaciones del
rendimiento del campo 6. Sean estas estimaciones: 97, 96, 100, 98, 94. Si tomamos como
estimador de & la media de las cinco estimaciones, calcular el error de muestreo relativo.
Realizar el mismo calculo suponiendo que las muestras son de distintos tamafios, de 3, 1,
10, 10 y 1, respectivamente

Realizamos muestreo bietdpico en una poblaciéon de 10 conglomerados de tamafios
desiguales. En la primera etapa se toman tres unidades primarias y en la segunda etapa se
toman cinco unidades dentro de cada unidad primaria. Hallar el estimador lineal insesgado
del total poblacional en el caso de muestreo sin reposicion con probabilidades iguales en las
dos etapas. Probar que si se aplica el teorema de Durbin para la estimacion de la varianza del
estimador del total se tiene:

oA 14 23
V(X)= EZM,?xf —gzsfMi (M, -5) —%ZMiijixj
i=1 i=1

iz
siendo x; el total muestral y s?=S"la cuasivarianza dentro de la unidad primaria i-ésima de

la muestra. Si consideramos muestreo con reposicion en la segunda etapa, ;cual es el
estimador del total? ;Qué expresion toma el estimador de su varianza?

Una cadena de supermercados tiene tiendas en 32 ciudades. Un director de la compaifiia
quiere estimar la proporcidn de tiendas en la cadena que no satisfacen un criterio de limpieza
especifico. Las tiendas dentro de cada ciudad poseen caracteristicas similares, por lo que el
director selecciona una muestra por conglomerados en dos etapas que conmtiene la mitad de
las tiendas dentro de cada una de las cuatro ciudades. La tabla siguiente muestra los datos
recogidos.

N° de tiendas N° de tiendas N° de tiendas que no
Ciudad  en la ciudad  muestreada s  satisfacen el criterio de limpieza
1 25 13 3
2 10 5 1
3 18 9 4
4 16 8 2

Estimar la proporcion de tiendas que no satisfacen el criterio de limpieza y establecer un
limite para el error de estimacion al 95% de confianza.
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El muestreo doble o bifasico se utiliza cuando queremos obtener estimadores de alguna variable
X'y disponemos de informacion adicional de otra variable de modo similar a lo que ocurria en los
métodos de estimacion indirecta. En la practica, el muestreo doble se lleva a cabo seleccionando
en una primera fase una muestra, relativamente grande, en la que a bajo coste pueden observarse
una o varias caracteristicas generales de las unidades que nos proporcionan la informacion que
necesitamos para el estudio de nuestra caracteristica objetivo. En una segunda fase seleccionamos
una submuestra de la primera en la que observamos ya la caracteristica objeto de estimacion. Esta
técnica se conoce con el nombre de muestreo en dos fases, muestreo doble o muestreo bifasico.
Para fijar notacion consideramos:

1° fase. Se toma una muestra grande de tamafio »’ relativa a la variable auxiliar Y;
para estimar por ejemplo Y u otras caracteristicas relativas a la variable Y; con bajo coste.

2? fase. Se toma una muestra relativa a la variable en estudio X; de tamafio »
(generalmente submuestra de la muestra preliminar »< n’) con coste mucho mas alto.

El uso de esta técnica de muestreo depende de los costes. Si la observacion de la
caracteristica X; que nos interesa no tiene coste, o es muy bajo, sencillamente tomariamos
una muestra del tamafio »n, necesario para la precision deseada y con ella hariamos las
estimaciones relativas a X;. Supongamos que disponemos de un presuspuesto total C, que el
coste por unidad de la primera muestra, de tamafio »’, es ¢’y que el coste por unidad de la
segunda muestra, de tamafio » < n’, es c¢. Frecuentemente ¢’ es mucho mas pequefio que c,
bien sea porque la primera muestra se utiliza para obtener unos pocos datos generales de las
unidades (en campo o en oficina, si se dispone de un fichero o registro) o bien porque la
observacion de la caracteristica objetivo implica un proceso de observacion mas costoso. En
estas condiciones, si tomamos una sola muestra, tendremos C = cn,, y si hacemos muestreo
en dos fases C = ¢’n’ + cn. Supongamos que los costes totales por el procedimiento bifasico
y por el normal (aleatorio) son los mismos, esto es, cn, = ¢ 'n + cn. Igualando los dos costes

'

c
totales, se obtiene: n, =n+—n', lo que nos dice que con la técnica de dos fases la
c

observacion efectiva (la referida a la variable X;) se hace en una muestra de tamafio », menor
que el tamafio n, de la muestra aleatoria simple correspondiente en una sola fase con el
mismo coste total. Luego al introducir las dos fases el tamafio de muestra necesario es mas
pequefio que si hubiese una sola fase (muestreo aleatorio normal) y hay una pérdida en la
precision de los estimadores (al disminuir el tamafio de la muestra).

Se trata de decidir si compensa la disminucion del tamafio efectivo de la muestra, con
el incremento de informacion adquirido en la primera fase (lo que provocara pérdida de

precision en las estimaciones relativas a X;). Para ello debe calcularse la varianza
2

correspondiente a muestreo doble y compararla con la del muestreo en una sola fase — en
n

o
caso de estimacion de la media. Es obvio que cuanto menor sea la relacion ¢ /c mas favorable
es el muestreo doble. Ello es debido a que n, —#n = (¢’ /¢ ) n’=> mientras menor sea ¢’ / ¢ mas
cerca estara n de », y menos disminucion habra del tamafio de muestra comparado el bifasico y
el aleatorio simple, siendo la pérdida en precision de los estimadores menor al introducir el
bifasico.
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La adecuacion del muestreo bifasico depende de si lo que se gana en precision de los
estimadores al introducir la ayuda de la muestra grande compensa la pérdida en precision
debida a la reduccion del tamafio de la muestra para estimar JX;, esto es, la ayuda de la
variable auxiliar Y;. La primera muestra de tamafio »’ proporciona ciertos datos buenos
basados en la variable auxiliar Y; para que las estimaciones finales (las estimaciones de X; )
sean precisas. Si no hubiese variable auxiliar Y; el tamafio de la muestra para estimar X; sera n,, y
al introducir la variable auxiliar el tamafio de la muestra seria n < n, .

Partimos de una poblacion estratificacada en L clases (estratos). La primera muestra
(primera fase) es aleatoria de tamafio »n’ seleccionada de entre las » unidades de la
poblacion. Sea W), = Proporcidon de elementos de la poblacién que caen en el estrato 4, que
es desconocida inicialmente.

W - N, Nimero de elementos poblacionales en el estrato h
"N Numero total de elementos de la poblacion

Consideremos ahora la proporcion de elementos de la primera muestra que cae en el
estrato /:

~ n', Numero de elementos de la primera muestra que caen en el estrato h

n Numero total de elementos de la primera muestra

Hay que tener presente que si consideramos selecciones diferentes de la primera
muestra (con »’ prefijado) obtenemos diferentes valores de n’, y W, resulta ser un estimador

insesgado de W, (porque la proporcion muestral en muestreo aleatorio simple es un
estimador insesgado de la proporcidon poblacional, lo mismo que la media muestral es un

estimador insesgado de la media poblacional). Tenemos entonces que £ (Vf/h) = W, estando

la esperanza referida a las muestras posibles de »’ unidades de entre las N de la poblacion. A
efectos de clarificar la notacion especificamos lo siguiente:

n’y, = n° de unidades de entre las »’ de la muestra de primera fase que caen en el estrato /
parah=1,2,.., L

La segunda muestra (segunda fase) es una muestra aleatoria estratificada de tamafio
n. Consiste en tomar una submuestra aleatoria de tamafio »n, <n', en cada estrato

independientemente (o sea, las n, las elegimos de entre las n’, para valores de 2= 1, ..., L).

A A A

L
Tendremos 7 = Znh. Ahora n’ es dado y n’y ..n’ ...n’; son fijos y W;---W,---W,
h=1
también seran fijos (por serlo #’, y ) y lo que se hace es considerar todas las submuestras
aleatorias de n;, unidades que pueden extraerse de entre las ), unidades dadas.
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Estimadores y varianzas

. , . & - N
El estimador usual de la media en muestreo estratificado es X = Z W,x, con W, = Wh .
h

En muestreo doble los W, se estiman por los W, obtenidos de la primera muestra, y con la
. X, .
segunda muestra estimamos las medias X, = —; de esta forma resulta el estimador para la

media:

/\%=2Vf/;th ; Vf/;=_

h

Utilizaremos la notacion £, (T ) para expresar la esperanza matematica de un estadistico
T, condicionada al conjunto de muestras de pnmera fase en las cuales n', ....,n" , ..., n’ son fijos, o

lo que es lo mismo, para un »’ dado, Wl, W;,, W son fijos. Analogamente V,.(T)
expresara la varianza condicionada.

La varianza del estimador de la media sin reposicion en las dos fases es:.
S S; 'w1-W, ' = =
V(Xj -S(-, )—”(W,f NLAGLA) : h)j +E3w, (X, - Xf
h n, n n

donde g’ es el factor de finitud g’ = (N —n’)/(N -1). Por otro lado, Rao expreso esta varianza
de la media de la siguiente forma:

2\ N-n §? 1 S? n
V(X)= — Y | —=1W, L v, =
N ! ;( j " "

n v,

Para muestreo es con reposicion en primera fase tendremos:

(7)-50- 2 e POT) s (x,xy

h

férmula aproximada para n’ pequefio respecto de N en caso sin reposicion en segunda fase.

Para muestreo con reposicion en las dos fases tendremos:

V[)_() - ZU—:[W; AL, (ln_' uf )j 2, (x,-x)

h nh
férmula aproximada para n;, pequefio respecto de N, en todo 4, y n’ pequeilo respecto de N.

Para el total X = NX, el estimador insesgado es X=NX y su varianza es
(%)= NZV()_().
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Si la muestra de primera fase es de tamafio »n'=N, esto es, se observan todas las
unidades de la poblacion para efectuar la estratificacidon, la férmula general de la varianza
del estimador en muestreo doble se convierte en:

2

AX)=Z0-nw s g0

h

que coincide con la del muestreo estratificado habitual (una sola fase). Ademas se observa
que n’ aparece dividiendo, y en consecuencia, cuanto mayor es n’ (n’ < N ) la pérdida de
precision por el uso de muestreo doble disminuye. Obviamente el coste aumenta, razén por
la cual conviene estudiar los tamafios y la afijacion 6ptimos en funcion del coste.

Para proporciones y totales de clase tenemos:

Si se desea estimar una porporcion P en la poblacion, siendo P, la correspondiente
al h-ésimo estrato, el estimador insesgado en muestreo doble es:

P= th p, P, = proporcion muestral en segunda fase.
h

La varianza (sin reposicion en las dos fases), aplicando el resultado anterior, sera:

g%“Jm\g

DALY

A (
V(P)- Z(l—fh)P;—%Lmz ‘

h

con la aproximaciéon S = v L IPth ~P,0,.
-

En muestreo con reposicion en las dos fases, o sin reposicidon y tamafios muestrales
pequefios respecto de los correspondientes poblacionales ( f,=Lg= 1), se tiene:

( —w))
7= £ e S Ly

Para el total de clase, A= NP, el estimador esd = NP y su varianza

v(4)= NV (P).

Para afijacion proporcional, si en la muestra de segunda fase asignamos a cada
estrato un tamafio muestral n, proporcional al tamafio del estrato, se tiene n, = W, n,

resultando para la varianza del estimador la formula:

En la practica, para efectuar la afijacion a los estratos utilizaremos n, = W, n.
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En muestreo con reposicion se tiene:
2y 1 5 1 5 1 — 2
V(X) =_zUhW;1 +_.zah(1_VVh) +_'ZW;,(Xh - X)
n, nn' 5, n
que puede aproximarse por:
2y 1 , 1 — 2
V(X) = _ZVVhah "'_.th(Xh - X)
n n
Para afijacion 6ptima tenemos:
= 1 o
V(X) - —(z Whahj =S w,(X, -XJ
n\ n -y

Ademas, para determinar los tamafios dptimos #’ y n correspondientes a un coste
total dado tales que V( X ) sea minima, escribimos la funcién de Lagrange:
¢—1A+lB+/1(c'n'+cn C) con A= ZWOh yB=ZWh()?h—)?)2

n n' 7

Derivando respectode ny n’y A se tiene:

w__ A4, o . CcJ4
s tAe=0=A=—0 JelWac +VBc')
———£+Ac'—0:ﬂ.— B = n'= VB

on' 2 c'n' \/Z'(\/Ac + \/Bc')
()A()_ («/Ac +«/Bc‘)2

C

X n+en-C=0
cn+cn V

opt.

Estimacion de varianzas

Tenemos:

n
El factor =) practicamente es proximo a la unidad si #’ no es pequefio. También
n e

el término que aparece en segundo lugar en la féormula de la estimacion de la varianza puede
ser despreciable respecto de los otros dos, ya que aparece el producto 7, -n' en el

denominador. Entonces resulta la aproximacion:
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A N 2 A L
I?()?)z S S Ly, (fh - X)Z
D n, n

Y, por qltimo, también en esta expresion el segundo sumando sera pequefio
respecto del primero para valores grandes de #’, resultando como férmula aproximada mas

sencilla:
N 2
V()?)z Sz
h n,

que es la correspondiente a muestreo estratificado en una sola fase, sustituyendo Wy, por su
estimacion W, .

En caso de estimar la varianza de la proporciéon P o del total de clase A4,
sustituimos en la formula para la varianza, o en sus aproximaciones, cuando sean validas, los
siguientes valores:

Se Pudn ( 4)2
% _Bds (5
n, n,—1

El estimador usual de razén para la media X utiliza como informacion conocida previamente
la media Y (o el total) de una caracteristica Y, definida en todas las unidades de la
poblacidn, elegida convenientemente de modo que su relaciéon con X sea lineal al menos
aproximadamente. El muestreo doble utiliza la primera muestra de tamafio »’ para obtener una
buena estimacion de Y, o de Y, y la segunda muestra de tamafio # para estimar X ¢ y. De esta
forma , el estimador de razén para la media en muestreo doble es:

X, = ;  ¥'= Media de la primera muestra.

R

< | &I
<l

En el caso de que las muestras de las dos fases sean independientes, se tiene:

- 1 1
V(XR) - +R0? 2RO J+— RO
Y Xy { y
n n
formula valida para muestreo con reposicion. En el caso sin reposicion sustituimos varianzas
y covarianzas por cuasivarianzas y cuasicovarianzas, multiplicando el primer sumando por el
factor de finitud en segunda fase y el segundo sumando por el de primera fase.

Para el caso en que la segunda muestra de tamanio n es una submuestra aleatoria de
la primera (n =n’), resulta:

V(/\L’Rj = l{af +R'0; - 2Raw}+ %{2Raxy - Rzaj}
n " n
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Para estimar el total en muestreo doble, tendremos:
X, =NX, ; V(X,)= NZV()?R)

Para estimar la varianza, dado que en la segunda muestra de tamafio » obtenemos
. . . . . 2
observaciones de la variable conjunta (XY), podemos calcular estimaciones de 0, y Cov(XY)
n

como s’ =L1 (Xl. —)_c)z VS, =len:(Xi —)_c)(Yi —)7), y puesto que la primera
n-145 n-145

~ . . ., 2 .
muestra es de tamafio »° > n, nos permite una buena estimacion de O, mediante

n' N

1 _ . . .,
§% = 1 (Y - 3')°. Para la raz6n R, tomaremos la estimacion R.
n—-1-

El estimador usual para la media en muestreo indirecto (en una fase) por regresion lineal es
)L( =X+ K(I_’ - )7), donde K es una constante prefijada e Y es la media poblacional de la
variable auxiliar. Los estimadores X,) se obtienen de las observaciones de una muestra
(X Y ) de tamafio n. En muestreo doble, al suponer desconocida Y , utilizamos la primera

muestra de tamafio »’ para estimar Y, estimacion dada por y'. Con la muestra de tamafio »
en segunda fase estimamos X,y , formando entonces el estimador en muestreo doble por
regresion para la media poblacional:

X, =x+K(7-7)

En esta situacidn, la segunda muestra puede ser independiente de la primera o la
segunda muestra puede ser una submuestra aleatoria n < »n’ de la primera.

Si las muestras de las dos fases son independientes, se tiene:

A

2 Ko’
V(X,g) Lo vkior —2k0, )e
p ,

!

n

Para el caso en que la segunda muestra de tamaiio n es una submuestra aleatoria de
la primera (n sn’), resulta:

o, \/i(){i 5P -5)
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Se obtiene en ambos casos (muestras independientes y segunda muestra submuestra
de la primera) la expresion para la varianza dptima del estimador bifdsico por regresion:

(3,)- 1-p*Jo?  plol ol
n n' N

Una estimacion para la varianza optima es la siguiente:

oy 8P 8ro8r g2
() S o

J2 _;" _—2_2n _=\2 A2=Ln =2
Sx,y—n_z[;(X,- X) b;(Yi y)} S, n_l{;(Xi X)}

El estimador por diferencia en muestreo doble resulta del estimador de regresion haciendo K =1,
por lo que toda la teoria anterior es valida haciendo K=1, resultando el estimador

X, =X+ ()7'—)7). Anélogamente, las formulas de las varianzas se obtienen aplicando a K el
valor 1 en las varianzas del estimador por regresion.

El muestreo en ocasiones sucesivas es adecuado cuando estamos interesados en estudiar la
evolucion de una determinada caracteristica de la poblacidn a lo largo del tiempo (como, por
ejemplo, la produccion industrial, los salarios, la poblacion activa, etc.), para lo que se toman
periddicamente muestras del mismo colectivo. En esta situacion es habitual que un objetivo
sea estimar el cambio producido en la variable estudiada desde la ocasion anterior, otro
objetivo puede ser estimar el valor promedio de la media sobre las dos ocasiones, e incluso
otro objetivo puede ser estimar la media para la ocasion mas reciente.

Inicialmente puede disefiarse una muestra que permanece fija de una ocasion a otra,
pero, aunque metodoldgicamente ésta es la situacion mas ventajosa, tiene el inconveniente de
que las personas o entidades encuestadas son reacias a permanecer por un tiempo indefinido en
dicha muestra. Para tratar de resolver este problema se utiliza un procedimiento que consiste en
sustituir, en cada periodo de encuesta, una parte de la muestra, lo que da lugar a la denominada
rotacion de la muestra. Conviene observar de pasada que esto no siempre puede practicarse, ya
que, cuando se trata de unidades muy grandes (grandes almacenes, siderurgicas, astilleros, etc.), a
veces una o unas pocas contribuyen al total estimado en una cantidad superior a todas las demas
juntas. En este caso prescindiriamos del muestreo incluyendo estas unidades criticas en un estrato
de unidades autorrepresentadas (de probabilidad 1). Adicionalmente surge la pregunta: ;Con qué
frecuencia y de qué manera deberia cambiarse la muestra conforme progresa el tiempo?

Otro problema que puede plantearse es el de la estimacion Optima de la segunda
ocasion, utilizando las informaciones disponibles, tanto de la ocasion presente como de la
anterior. En cualquier caso el valor X, que toma la variable en la unidad A, puede cambiar de
una ocasion a la siguiente, desempefiando un papel importante en esta teoria el coeficiente
de correlacion lineal entre los valores de la variable en una y otra ocasion. De todas formas,
las unidades de la muestra en una ocasion pueden ser las mismas que en la ocasion anterior,
algunas nuevas y otras permanecientes y seleccionadas independientemente de nuevo todas.
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Estimacion del cambio entre ocasiones sucesivas

Supongamos que se pretende estimar el cambio de la media entre dos ocasiones, que
designaremos por #; y por &, con una muestra de » unidades. Si utilizamos el estimador
simple del cambio:

~ 1
Jd =X, - X =;Z(x2i _xli)

podemos optar entre las siguientes alternativas:

a) Utilizar la misma muestra, denominada panel, en ambas ocasiones.

b) Mantener en la segunda ocasion ¢ unidades de la primera muestra, eliminar n—c y
afiadir n—c nuevas unidades.

c¢) Utilizar en la segunda ocasion una muestra independiente de la primera.

La posibilidad a) nos permitiria conocer los cambios individuales entre las dos
ocasiones. Este esquema presenta serias dificultades cuando hemos de medir un caracter en
ocasiones sucesivas. Prescindiendo del caso en que las mediciones fuesen destructivas, seria muy
dificil mantener indefinidamente las mismas unidades, y aun en el caso de que fuese posible no
seria deseable por los sesgos que una exposicion continuada a los métodos de encuesta pueden
originar en la conducta de los entrevistados. En este sentido puede decirse que la muestra se
“contamina” con el tiempo.

Para la posibilidad b), si representamos por ¢ el numero de unidades comunes, por
n—c=c el nimero de las no comunes, y con los subindices 1 y 2 las correspondientes
ocasiones, se puede hacer la representacion grafica siguiente sobre los solapamientos en los
totales muestrales en ambas ocasiones.

Ocasion t, < x_.—> < x, —

Ocasion t, — X, = < X, —>

Las medias en ambas ocasiones son:

_ X +X X,= X n-c¢ _ C _
xl=u=i+i= X +—X,,
c c
n n n n
X, + X X~ X n-c¢ C
= 2¢ 2¢ 2¢ 2¢ = =
X, = = + = 2w Xy
n n n n

y prescindiendo del factor de correccion para poblaciones finitas 1 — /'y suponiendo por
comodidad que la cuasivarianza poblacional en las dos ocasiones es la misma, tendremos
para las varianzas y covarianzas las expresiones:

_ S? _ S?
V(x1)=_’ V(x2)=_
n n
_ c? _ S S ¢ S? ¢ S?
cov(xl,xz)=—2-cov(xlc,x26)=,012'—'—-—2=,012'—~——,012 — T,

n c Wc n n n
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Sustituyendo estos valores en la varianza de ¢J tenemos:

A s* s° S? S?
o) v()ev()-2eov(zm) - 242222 por 22 [i- por ]

n n n n
siendo p0,, el coeficiente de correlacion entre los valores comunes a ambas ocasiones y
7, la proporcion de unidades comunes. De esta expresion deducimos que para o, >0 la
ganancia en precision es proporcional a 77, 0,, correspondiendo la maxima ganancia a los
valores p, =+l ym, =1. Por lo tanto, la situacién ideal es aquella en la que la
proporcion de unidades comunes en la muestra en las dos ocasiones es del 100% (7, =1),

lo que significa que la muestra es comun en su totalidad en las dos ocasiones. La situacion
también es ideal cuando el coeficiente de correlacion entre los valores comunes en ambas

ocasiones es maximo (0,, =+1), que en términos practicos significa que las unidades

muestrales en las dos ocasiones han de estar muy estrechamente relacionadas de forma
positiva (lo mejor es que sean iguales las muestras en las dos ocasiones).

Estimacion de la media extendida a dos ocasiones

Uno de los objetivos clasicos en el muestreo en ocasiones sucesivas es estimar el valor
promedio de la media sobre las dos ocasiones. Para ello, consideremos el estimador
siguiente:

definido como la media de las medias en ambas ocasiones. Su varianza es:
N _ _
v(x) = Z[V(xl) + V(xz) + 2cov()c1 , X, )]

2
y sustituyendo en la férmula los valores obtenidos en la seccidén anterior (V()?l)= _—
n
S? 2
V(fz ) = 7 y COV(fl , Xy ) = 7/)12”} ), tenemos:

y 1|28* 2§87 S?
V( )=Z 0T, =_'[l+p12”c]
n n 2n

Como este valor es minimo cuando 7z, = 0, vemos que, en el caso p,, <0, para
estimar la media sobre dos ocasiones es preferible utilizar muestras independientes.
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ESTIMADORES DE MINIMA VARIANZA EN EL MUESTREO EN OCASIONES
SUCESIVAS

Estimador del cambio entre dos ocasiones

Consideraremos el estimador lineal de minima varianza del cambio combinado:
A= W(fzc B flc) +(1-w) ’(3725 B fla)
y determinamos el valor de W que haga efectivamente minima la varianza de A.
Tenemos V(A) = WZV()TZC -%, )+ (1 WYV - ()_625 - % ).

Obteniendo la primera derivada respecto de W e igualando a cero se tiene:

- s - V(x, -X.)
2W-V - -2-0=-W)V\x,. -x-.)=0=>W = R L
(xzc 'xlc) ( ) (xzc ‘xlc) = V(EZC_EIC)-FV()_CZE_EE)
2 2
y sustituyendo las varianzas V()_CZE —)_c]E)= 25 y V()_CZC —)_clc)= 25 (l—plz):>
n-c c
1
W = n—c — c — ‘7[6 :>1_W=(1_p12)(1_‘7rc)
1 +1_'012 C+(n_c)(1_p12) 1_p12(1_”c) l_plz(l_”c)
n-c c

Sustituyendo estos valores en la expresion de la varianza del estimador lineal de
minima varianza se obtiene:

[l_plz(l_”c)]z "R ) [l_plz(l_”c)]z n
25°(1- py,)

_ Ir +0=72)-(= _ 2S2(1—,012) (1_ +T
LA R e S

_28°(1-p,) o (o V) 28%(1-p,,)
B (N e e (e

Hemos obtenido una expresion para la varianza minima del estimador lineal:

A 2S2(1_ 12)
- e

: 1 2 2
V(A)=W2V()_Czc _)_615)+(1_W)2V’()_625 _)_CIE) HCZS (l_pn) (1_”6) (1 /012) 28

Vemos que, en este caso, el estimador lineal de minima varianza combinado A

proporciona igual precision que el estimador simple J cuando 7, = 1, es decir, cuando se
mantiene la misma muestra para la segunda ocasion.
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Estimador de la media en la segunda ocasion

Vamos a trabajar en la suposicion de que en la primera ocasion el tamafio de la muestra es lo
suficientemente grande para poder considerar la estimacion X; como aproximacion al valor

X, en el estimador de regresion X, = X, + b()?l - )Tlc)cuya varianza viene dada por la

varianza de sus componentes X,, —bx,, y bX,:
V()?2c - b)_clc ) = V(EZC ) + sz()_Clc ) - 2 COV()_CZC ; flc ) =
S’ S’ s s s’
7"' p1227_2:012 P ﬁﬁ = T(I_plzz)

_ 2 — 2 S2 2 SZ Sl
V(bx1)=b 'V(x1)=b —=pp—, (§=8,=>b=—""p,=pp,)
n n S,
' 1_ 2 2
Sumando ambas componentes se obtiene: V( )?20) =S z(ﬁ + &J
c n

Utilizaremos el estimador lineal de minima varianza de la media para la segunda
ocasion combinado definido por:

X, = Wx, +(1-W)x,;
cuya varianza V( )?2) /& V( )?éc) +(1-w)? V( )?25) es minima para:

V(%) V(%)

7 E U7 0 7 Eol P E

de donde se deduce que el estimador combinado de varianza minima para estimar la media
en la segunda ocasion toma la forma:

1 1
_ rz) )
Y =7 1 Yoo ¥ 1
ve) vz ve) vz

es una media ponderada con los coeficientes de ponderacion basados en los valores
reciprocos de las varianzas. Sustituyendo los valoresde W y 1 - Wen V( )?2), calculamos el
valor de la varianza minima para el estimador de la media en segunda ocasion. Tenemos

V(x,)= V(%) yVﬂgJ+(

r(z, )+ v ()

' 1 _ 2 2 2 2
y como V(JTZC ) = S{ﬁ + &j y V()TZE ) = S = S tenemos:
c n
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52 .((l_plzz)"'*'clolzzj,*gz

V()_c)= cn c _ (l_pl2)n+cp12 S_
i -
g2, (1 - P )n +cppy + ‘Si (1 ,012) n+cpp + ‘
cn c

S repilmd 5 e pln-c) 8" pilooi)
€ pinc)s S T phT Hen e
C

Por lo tanto, ya tenemos el valor de la varianza minima para el estimador lineal de

minima varianza de la media en segunda ocasion:

v(z,)= Sz n-ppc’

2—2

- Pc

2 2, (1 2 2
En particular, E=O:>V()?2)=S— y 5=n:>V()_cz>=S 2” (1 f”):S_
n n\l-p, n

Luego podemos decir que para estimar el valor actual de X , se obtiene la misma

precision manteniendo la muestra que cambiandola por completo en cada ocasion.
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PROBLEMAS RESUELTOS

9.1. Se trata de estudiar las casas en alquiler en una poblacion. Para ello se extrae una muestra
aleatoria simple extensa y barata de tamafio 374 de las casas de un distrito y se halla que 272
casas estaban ocupadas por familias de raza blanca y 82 por otras razas. Se extrac una
segunda muestra de aproximadamente una de cada cuatro casas y se obtienen los siguientes
resultados respecto de la proporcion de casas en alquiler:

En alquiler Total
Blancos 31 74
Otras razas 4 18

Estimar la proporcion de casas en alquiler en la poblacion y su error de muestreo.

Se trata de un problema de muestreo bifasico en el que la muestra de primera fase tiene de
tamafio n’ = 374 distribuyéndose entre los dos estratos con n; =272y n,” = 8§2.

En segunda fase tenemos los siguientes datos por estratos:

Estrato I — Raza blanca n =74 Vf/'l =272/374 131 =31/74
Estrato II — Otras razas n,=18 W,=82/374 P,=4/18
n=92
T t P ivffﬁ 272 31 82 4 0376
= - — + —_— = .
enemos entonces b =30 744 372 18 ,

Para hallar el error de muestreo calculamos la estimacién de la varianza de la
proporcion a partir de la formula aproximada:

6= 2 2 - L3

n'-115"n, -1 n'
(31 43 272 4 14 82
3143 , 2/2) 414 , 52
374174 74|(272) 374 | 18 18|( 82 ) _374
373 73 374 374 17 |\374) 374

- 2 2
L2213 ga76] +[ 222 _0376| |=0,0025
374|\ 374 \ 74 374 \18

40,0025
Yops =033 (133%)

b

El error relativo de muestreo sera
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9.2.

Se trata de estimar una proporcion a través de una encuesta para la que se dispone de un
presupuesto de 300000 unidades monetarias utilizando muestreo bifasico con estratificacion.
La encuesta principal cuesta 1000 unidades monetarias por unidad de muestreo y se dispone
de informacion adicional en registros a un coste de 25 unidades monetarias por unidad de
muestreo que permite clasificar las unidades en dos estratos de tamafios casi iguales.
Sabiendo que la proporcion verdadera es 0,2 en el primer estrato y 0,8 segundo estrato, se
quiere estimar los tamafios de las muestras en ambas fases n y n’ Optimos y el
correspondiente valor de la varianza del estimador de la proporcion. Cuantificar la ganancia
en precision respecto del muestreo aleatorio simple.

Hallaremos los tamafios optimos #’ y n correspondientes a un coste total dado tales que

A

V(P) sea minima, escribiendo la funcidén de Lagrange:

1 1 2
¢ =—A+—B+ Alc'n'+cn—C) con A{Zm,/aghj yB=YWw,(p,-P)
n n h h

Derivando respectode ny n’ y A se tiene:

y cNA

P A n=
%=—n—2+/10=0:>ﬂ= o \/Z(«/Ac+\/Bc')

=—T+AC'=O:>A= =N =

on' n c'n"” \/E' (\/Z + @)
i Wc + VBe'

—=c'n"+tecn-C=0
C

07/1 Vdpt.(y)=

Tenemos como datos que C = 300000, ¢ = 1000, ¢’ =25, P,=0,=0,2, O;=P,=10,8,
2
Wi=W,=05y P= ZWhPh =0,5(0,2 + 0,8) = 0,5. Ya podemos calcular:

h=1

2
A= (Z%,/P,QJ = (o,sJo,z 0,8 +0,5,/0.8 0,2)2 =0,16
h

B=YW,(P,-P) =05-(0,2-0,5)* +0,5:(0,8-0,5)* = 0,09
h

y tenemos:
. C4 300000+/0,16 68
JelWde ++/Be') +1000(,/0,16 1000 + /0,09 25 )
. CcVB _ 300000 /0,09 1

Je'Wac +Be') ~25(,0,16 1000 + /0,09 25 )
V(,,,,,‘(L)= (Vac + VBe' | (\/0.16-1000 + /0,09 25 - 0.0006673

C 300000
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9.3.

En muestreo aleatorio simple la varianza de la proporcion, considerando reposicion (no
olvidemos que para poblaciones grandes en muestreo bifasico pueden aproximarse todas las
formulas por su expresion para reposicion en las dos fases) sera la siguiente:

Se observa que hay ganancia en precision al utilizar muestreo bifasico cuantificada por
(0,0008333/0,0006673-1) = 0,248, esto es, el 24,8%.

Consideremos un proceso de muestreo bifasico con estratificacion. Supongamos que en la
primera fase se extrae una muestra de tamafio #° = 400, y que en la segunda fase se ha
tomado, una vez formados tres estratos, n; = 20, n,= 10 y n3= 10. Se conocen los siguientes
resultados:

W, % S,

0,55 2,8 15
0,32 8,2 200
0,13 26 1000

Obtener una estimacion del error relativo de muestreo del estimador de la media asi como
una estimacion de la media por intervalos al 95% de confianza.

Se considera que para poblaciones grandes, en muestreo bifasico pueden aproximarse todas las
formulas por su expresion para reposicion en las dos fases. Para estimar la varianza del
estimador de la media tenemos:

vl 2 Wi | o400 [15( o 055
n'- 1{2 h(W J ZW(X )} 400 - 1{20[055 400}

200(0322 o32) 1000(0132_0,13J

! —(0.55(2.8 - 7.54)" +0,32(8,2 — 7,54)?

10 400)" 10 400) " 400
+0,1326-7,54)* ||=3.96
A~ 3
X =Y W,x,=05528+032-82+0,13-26 = 7,544
h=1
.~ AP 396
El error relativo serd Cv(X) = E ) =-—"—=0,264 (26,4%)
e 7,544

Un limite para el error de estimacion al 95% vendra dado por la anchura del intervalo de
confianza, que vale 1,96 /3,96 = 3.9

Hemos visto en este capitulo que para valores grandes de »’ (caso habitual) el
estimador de la varianza del estimador de la media puede aproximarse por la férmula
correspondiente al estimador de la varianza del estimador de la media en muestreo
estratificado en una sola fase (seguimos suponiendo reposicion) sustituyendo W, por su
estimacion. En nuestro caso tendriamos:

) sz 055 12 40322290 0132 19901 _ 415
10 10

20
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9.4.

9.5.

JP(X)  Ja12
(X) V4125 560 (26.9%)

X 7,544

El error relativo sera év()? )=

Observamos que la pérdida en precision es minima por haber utilizado la aproximacion
citada.

Consideremos dos caracteristicas X ¢ Y medidas sobre los elementos de una poblacion para

las que conocemos los datos 0,=2 g,=4 0,= 10y X =10. Se lleva a cabo un muestreo
bifasico obteniendo en primera fase una muestra de tamafio »> = 100 con y' = 40,6. En la

segunda fase n =25, x =9,8 e y =40,1. Se trata de estimar la media poblacional utilizando

muestreo bifasico por regresion 6ptimo calculando el error relativo de muestreo y el coste
total parac’ =0y c =600

El estimador por regresion para la media en el muestreo doble se halla mediante:

A

X =X+b(7-7) =98+ %(40,6 —40,1) = 9,998

g

La varianza del estimador 6ptimo de la media se calcula mediante la expresion:

V()? )= (1= p? o +p2f'§ - (1_0’27552)22 +O’715;0'22 = 0,0955
n

Xr
v Ny V0095 =0,0309 (3,09%)

X

g

El coste total sera C = cn + ¢’n’ = 600(25)+10(100) = 16000.

El error relativo sera CV(X )=

Se utiliza una muestra aleatoria simple de tamafio 60 extraida de una poblacion sin
reposicion y probabilidades iguales, para repetir una encuesta sobre sus elementos en dos
ocasiones distintas. Se supone que no existe falta de respuesta y que los resultados obtenidos
son los que representa la tabla adjunta. Ademés, se sabe que =20, 0=0,7 y 7= 0,6.

Primera ocasion | Segunda ocasion
=150 y'=160
=152 y'=158

1) Hallar la estimacién de cambio y — X y su error de muestreo.

2) Hallar la estimacion del cambio de minima varianza y su error de muestreo.
3) Hallar la estimacion de la media en segunda ocasion yy su error de muestreo.

4) Hallar la estimacion de la media en segunda ocasion de minima varianza y su error.
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El nmimero ¢ de unidades muestrales comunes en las dos ocasiones se puede calcular a partir de la
proporcion de unidades muestrales comunes . y del tamafio muestral total 7.

7. =S=c=m n=0,6-60=36

n
Fo O 0023050, 30 5 04150+ 0,6-152 = 1512
n n 60 60
Fo 25, €5 89736 160, 30158 L 0.4-160+0.6-158 =158
n n 60

Para la estimacion del cambio y su error tenemos entonces:
J=y-x=1588-151,2=7,6

2
V(é) 2S—[ - P, = 2%[1 ~0,7-0,6]=0,38666

El estimador del cambio de minima varianza y su error vienen dados por:

A= (=) + (1-w)- (3" S R
(y x)+( )(y X ) con W l_plz(l_”c) 1-0,7-0,4

=0,8333

luego ya tenemos A = 0,8333(158 =152)+ (1-0,8333)- (160 —150) = 6,66666

25%(1-p,) _ 2-20(1-0,7)
1-p,(l-x,)]n [1-07(1-0,6)] 60

=0,277

V(A)= [

El estimador de la media en segunda ocasion y su error se calculan como:

n-c c_, 60-36 36
= +

y P+ Y= 160 + —158 = 0,4-160 + 0,6 -158 = 158,8
n n 60 60
V(—)—S—2=§—0333
T

Utilizaremos el estimador estimador lineal de minima varianza de la media para la
segunda ocasion combinado definido por:

y=W[3+p(x-%)]+(1-w)5"=0,65158+0,7(151,2 - 152)]+ (1- 0,65)160 = 159
Los calculos necesarios son los siguientes:

V(x,.) _ 0833
Vix, )+ V(%) 0446+0,833

‘ 1= 2 2 02 2 2
V(x20)=S2(p”+p'2J=2{l 0.7 +0’7j 0446 Mz, )= =20 _0g33

c n 32 60 n-c 60 36

W:

b
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El error de muestreo del estimador de varianza minima viene dado por:

V(;)=S2'( n-pphn —1)) 20-(60-0,7*(60~1)) _
n’ - phe’ 60> —0,72(60 - 36)

=0,29

9.6. Se utiliza una muestra aleatoria simple de tamafio 100 de una poblacion de 1000 personas
sin reposicion y probabilidades iguales para repetir una encuesta sobre sus elementos en dos
ocasiones sucesivas preguntando sobre un caracter dicotomico. Se obtienen los resultados de
la tabla adjunta.

o0, —
0, Si | No | Total
!

Si |80 | 5 85
No |10 | 5 15
Total |90 | 10 | 100

Hallar p y calcular el error de muestreo del estimador diferencia de proporciones con
contestacion afirmativa entre la segunda y la primera ocasion.

D =B~ B = VD)= V(B)+V(B)-20onB By = (1- L= E) 2( )

: r 85 85
Zle'Xzf_nplpz 10 —(-—)
(1 f) I( )_2(1 f)11 = 1__ 100 100 +
n(n-1) 100)  100-1
0 ﬂ(l—ﬂ) 101 80-100 5
(1__j100 100 +2(1 j 100100 _ 00134
100)  100-1 100)  n(n-1)

Con los datos de la tabla se comprueba facilmente que ZX X, =80.

i=1
El coeficiente de correlacion se calculara de la siguiente forma:

Cow(P,P) 000032
JP@)P ) 0.00082 /000116
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9.1.

9.2.

9.3.

94.

EJERCICIOS PROPUESTOS

Se destinan 3000 unidades monetarias a una encuesta para estimar una proporcion. La
encuesta principal costara 10 unidades monetarias por unidad de muestreo. Se dispone de
informacion en registros, a un coste de 0,25 unidades monetarias por unidad de muestreo,
que permite la clasificacién de las unidades en dos estratos de tamafios casi iguales. Si la
proporcion verdadera es 0,2 en el estrato 1 y 0,8 en el estrato 2, estimar n y n’ dptimas y el
valor resultante de V(p,,). (Produce el muestreo bifasico alguna ganancia en precision sobre
el muestreo aleatorio simple?

Si p= 0,8 en muestreo doble para regresion, cémo debe ser n’ con relacion a n, si la pérdida
en precision debida a errores de muestreo en la media de la muestra grande se desea que sea
menor del 10%?

En una aplicacion de muestreo bifasico por regresion la muestra pequeiia es de tamafio 87 y
la grande de tamafio 300. Para la muestra pequefia conocemos los siguientes datos:

S(x, -x)=17283 (X, -x)v,-5)=5114 (Y, - y) =3248

i i !
Calcular el error estandar de la estimacion de la regresion de X .

En un muestreo en dos ocasiones se supone que S;=S,=S y que las muestras son grandes de
modo que los coeficientes de regresion de X, respecto de Xj; y de Xj; respecto de X5; en la
parte apareada de las muestras en las dos ocasiones son ambas efectivamente iguales a p.
Demostrar que si las estimaciones X, y X, se construyen usando la regresion de X;; respecto

de X,; se tiene:

28*(1-p) oz +f)=2S2(l+p)

V(Ez - )_Cl) =
(n - pou) (n+ pu)



CAPITULO

MUESTREO ESTADISTICO
MEDIANTE SPSS

OBJETIVOS

Presentar métodos automatizados de tratamiento del muestreo estadistico.

Analizar las posibilidades en muestreo del software SPSS a partir de la
version 12.

Utilizar el asistente de muestreo de SPSS para la creacion de planes de
muestreo en disefios complejos.

Utilizar el asistente de muestreo de SPSS para la modificacion y ejecucion
de planes de muestreo en disefios complejos.

Estudiar las posibilidades del asistente de preparacion de analisis de SPSS
para la creacion de un plan de analisis en una muestra compleja.

Estudiar las posibilidades del asistente de preparacion de analisis de SPSS
para la modificacion de un plan de analisis en una muestra compleja.

Realizar calculos en muestra complejas con SPSS.

Obtener frecuencias, descriptivos, tablas de contingencia, razones y otros
estimadores y sus errores en muestras complejas con SPSS.
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iINDICE

1. SPSSy el muestreo estadistico.

2. Diseflos complejos y el asistente de muestreo. Creacion de un nuevo plan
de muestreo.

3. Asistente de muestreo: Modificar un plan existente.
4. Asistente de muestreo: ejecutar un plan de muestreo dado.

5. Preparacion de una muestra compleja para su analisis: Creacion de un
nuevo plan de analisis.

6. Preparacion de una muestra compleja para su analisis: Modificar un plan de
analisis existente.

7. Calculos en muestras complejas: frecuencias, descriptivos, tablas de
contingencia y razones.
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Un supuesto inherente a los procedimientos de analisis en los paquetes de software
tradicionales es que las observaciones del archivo de datos de trabajo representan una
muestra aleatoria simple de la poblacion de interés. Este supuesto es insostenible para un
nimero cada vez mayor de empresas e investigadores que consideran mas econémico y
comodo obtener las muestras de una forma mas estructurada. La opcion Muestras complejas
de SPSS (opcién presente en el programa a partir de la version 12) permite seleccionar una
muestra de acuerdo con un disefio complejo e incorporar las especificaciones del disefio al
analisis de los datos para asegurar la validez de los resultados.

En SPSS, una muestra compleja puede ser distinta de una muestra aleatoria simple en
muchos aspectos. En una muestra aleatoria simple, las unidades de muestreo individuales se
seleccionan aleatoriamente con la misma probabilidad y sin reposicion (SR) directamente a
partir de la totalidad de la poblacion. Por el contrario, una muestra compleja determinada
puede tener en SPSS alguna o todas las caracteristicas siguientes:

Estratificacion: El muestreo estratificado implica seleccionar muestras independientemente
dentro de los subgrupos de la poblacion que no se solapen o estratos. Por ejemplo, los
estratos pueden ser grupos socioeconomicos, categorias laborales, grupos de edad o grupos
étnicos. Con la estratificacion, puede asegurar que los tamafios muestrales de los subgrupos
de interés son adecuados, mejorar la precision de las estimaciones globales y utilizar
distintos métodos de muestreo entre los diferentes estratos.

Conglomerados: El muestreo por conglomerados implica la seleccion de grupos de unidades
muestrales o conglomerados. Por ejemplo, los conglomerados pueden ser escuelas, hospitales
o zonas geograficas y las unidades muestrales pueden ser alumnos, pacientes o ciudadanos. El
conglomerado es comtin en los disefios polietapicos y en las muestras de zona (geografica).

Multiples etapas: En el muestreo polietapico, se selecciona una muestra de primera etapa
basada en conglomerados. A continuacion, se crea una muestra de segunda etapa extrayendo
submuestras a partir de los conglomerados seleccionados. Si la muestra de segunda etapa
esta basada en subconglomerados, entonces puede afiadir una tercera etapa a la muestra. Por
ejemplo, en la primera etapa de una encuesta, se podria extraer una muestra de ciudades. A
continuacion, y a partir de las ciudades seleccionadas, se podrian muestrear unidades
familiares. Finalmente, a partir de las unidades familiares seleccionadas, se podria encuestar
a individuos. Los Asistentes de muestreo y preparacion del andlisis permiten especificar tres
etapas en un disefio.

Muestreo no aleatorio: Cuando es dificil obtener la muestra aleatoriamente, las unidades se
pueden muestrear sistematicamente (con un intervalo fijo) o secuencialmente.

Probabilidades de seleccion desiguales: Cuando se muestrean conglomerados que contienen
numeros de unidades desiguales, puede utilizar el muestreo probabilistico proporcional al tamafio
(PPS) para que la probabilidad de seleccion del conglomerado sea igual a la proporcion de unidades
que contiene. El muestreo PPS también puede utilizar esquemas de ponderacién mas generales para
seleccionar unidades.

Muestreo no restringido: El muestreo no restringido selecciona las unidades con reposicion
(CR), por lo que se puede seleccionar mas de una vez una unidad individual para la muestra.
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Ponderaciones muestrales: Las ponderaciones muestrales se calculan automati-camente al extraer
una muestra compleja y de forma ideal se corresponden con la <<frecuencia>> que cada unidad
muestral representa en la poblacidn objetivo. Por lo tanto, la suma de las ponderaciones muestrales
debe estimar el tamafio de la poblacion. Los procedimientos de analisis de muestras complejas
requieren las ponderaciones muestrales para poder analizar correctamente una muestra compleja.

DISENOS COMPLEJOS Y EL ASISTENTE DE MUESTREO. CREACION DE

UN NUEVO PLAN DE MUESTREO

El Asistente de muestreo le guia a través de los pasos para crear, modificar o ejecutar un
archivo de plan de muestreo. Antes de utilizar el Asistente, debe tener en mente una poblacion
objetivo bien definida, una lista de las unidades muestrales y un disefio muestral adecuado.

Para crear un nuevo plan de muestreo (por ejemplo, muestreo estratificado del 10% por
barrios en el fichero Venta de casas [por barrios].sav), elija en los menas Analizar— Muestras
complejas — Seleccionar una muestra...(Figura 10-1). En el Asistente de muestreo seleccione
Diseriar una muestra 'y elija un nombre de archivo de plan (PLAN1.CSPLAN) para guardar el plan
de muestreo (Figura 10-2). Pulse Siguiente para ir al paso Variables en el diseiio (Figura 10-3),
donde puede definir estratos, conglomerados e introducir ponderaciones muestrales.

|EEE| e a de asa PO ba O a c O de dato P
Archivo Edician Wer Daktos Transformar Graficos Utilidades “Wentana -
= — = Informes . |
== Iél _I- el =1 | LI EIE Estadisticos descriptivos 3 QI
[T+ Baria & Tablas .
barrio valterr ﬁ":“'ﬁ'ﬁ" m‘?dias , : precio
odelo lineal gener sl
= 30000 U iEED 118500
2| A 30000 O7ES 3300
Correlacionss » E
EIES AB651 Froar seitn . B224 191500
4.8 45990 Loglineal » FIE2 184000
HEN 42304 Clasificar » DS7S 165000
S a7Fsl Reduccion de datos » 1102 169000
HES 53596 Escalas » 5778 208500
IS SEE55 Prusbas no paramstricas » G454 S55000
E1rN 51428 ze”es e eersles : S=rd=] 264000
10| 93200 spensentla 4321 422000
Respuesta milkiple »
TT1ES Eeil=s Anslisis de valorss perdidos. .. =n EETT]
12| 54360 Mucs -
13|~ B5376
T FEFIT] e Preparar para el andlisis. ..
= 40800 92606 Frecuencias. ..
16| .4 8905 EEEA Descriptivos. ..
17 [ A =170 FEra=T=] Tablas de contingencia...
o = SoEs Razones...
Asistente de muestreo |X|

Biervenido al Asistente de muestreo

El Asistente de muestreo ke ayuda a disefiar v seleccionar una muestra compleja. Sus selecciones se guardaran en un archivo de plan, el cual
padra utlizar en el momenta del anélisis para indicar cdmo se realizd el muestreo de log datos

También puede utilizar el asistente para modificar un plan de muestieo o extrasr una muestra en funcion de un plan existente.

£0ué desea hacer?

i Disefiar una muestia

Seleccione esta opcidn 3i no ha el I— =
creada un archiva de plan. Tendra la = g CLANEESEEAN ml
opcion de extraer la muestra,

" Editar un digefio muestral
Seleccione esta opcidn si desea

afiadir, eliminar o modificar etapas de Aichivo: IC.\Ilers\SF'SS\SF'SS'IZ\F' Eraminar.. I

un plan existente. Tendré la opeidn de
extraer la muestra

" Extraer una muestra

Seleccione esta opcidn si ya tiene un Areh e, I— Epay |
archivo de plan y desea extraer una

muestia.

< fahias I Siguiente > I Finalizar Cancelar Apuda
Figura 10-2
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Etapa 1: Variables del disefia
En este panel, puede estratificar la muestra o definir conglomerados. También puede suministrar una etiqueta para |a etapa, la cual ze
utilizara en los resultados.

Si pa exizsten las ponderaciones de muestreo de una etapa anterior del disefio de la muestra, puede utiizarlas como entrada de |a etapa
actual

Biervenido

&> Etapat Variables: Estratificar por:
b Variables del disefio f\)’a\or de tazacidn del.. Eamo [barria]
Método f\)’a\or de tasacidn de .. 4
Tamario muestral & Walor de tasacion tot...
&F‘recin de venta [pre...
&Tasa del Precio de v Conglomerados:
»

Introducir ponderacion muestral:

Etiqueta de etapa:

I» = secoitn incompleta

< hbids | Siguiente > | | Cancelar dada T

Figura 10-3

Este paso permite seleccionar las variables de estratificacion y conglomeracion en el
campo Variables arrastrandolas a los campos Estratificar por' y Conglomerados respectivamente,
y definir ponderaciones muestrales de entrada en el campo Introducir ponderacion muestral (si
el disefio muestral actual forma parte de un disefio muestral mayor, puede disponer de
ponderaciones muestrales de una etapa anterior del disefio mayor, en cuyo caso puede
especificar una variable numérica que contenga estas ponderaciones en la primera etapa del
disefio actual calculandose las ponderaciones muestrales automaticamente para las etapas
posteriores del disefio actual). También puede especificar una etiqueta para la etapa en el
campo Etiqueta de etapa (se utiliza en los resultados para facilitar la identificacion de la
informacion por etapas).

En la parte izquierda de cada paso del Asistente de muestreo se muestra un esquema
de los titulares de todos los pasos. Puede navegar por el Asistente al pulsar el nombre de uno
de los pasos activados en el esquema. Los pasos estan activados cuando todos los pasos
anteriores sean validos, es decir, si cada uno de los pasos anteriores dispone de las
especificaciones minimas necesarias para ese paso. Consulte la ayuda de los pasos
individuales para obtener mdas informacion sobre los motivos por los que un paso
determinado puede no ser valido.

A continuacion, para ir al paso Método, pulsamos en Método en la parte izquierda de la
pantalla del Asistente para obtener la Figura 10-4, en cuyo campo Méfodo elegimos el tipo de
muestreo (aleatorio, sistematico, con o sin reposicion, etc.).

Algunos tipos de muestreo permiten elegir entre realizar un muestreo con reposicion (CR)
o sin reposicion (SR). Si desea obtener mas informacion, consulte las descripciones de los tipos.
Tenga en cuenta que algunos tipos de probabilidad proporcional al tamafio (PPS) estan
disponibles sélo cuando se han definido conglomerados y todos los tipos de PPS estan
disponibles so6lo en la primera etapa de un disefio. Ademas, los métodos SR estan disponibles
solo en la ultima etapa de un disefio.
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Etapa 1: Métoda de muestiea

En este panel puede elegir como seleccionar log elementos del archivo de datos de trabajo. Si zelecciona un métado de muesstrea
proporcional al tamafio también deberd proporcionar una medida del tamafio [MDT).

Eignvenido Eariables:i Método

<@ Etapat & Walor de tasacion del.. Tipa:
Wariables del disefio & valor da tasacion da .

b Método & Walor de tagacion tot... (+ Sinreposicidn [SR]

Tamafio muestral & Precio de venta [pre...

& Tasa del Precio de v...

aleatario simple

™ Con reposicion (CR)

[~ Usar estimacitin CR para el analisis

{I» = secoitn incompleta

< hbids Siguiente > | Cancelar Ayuda
Figura 10-4

En el Muestreo aleatorio simple las unidades se seleccionan con probabilidad igual. Se
pueden seleccionar con o sin reposicion. En el Muestreo sistemdtico simple las unidades se
seleccionan con un intervalo fijo en todo el marco muestral (o en los estratos, si se han especificado)
y se extraen sin reposicion. Se selecciona una unidad aleatoriamente dentro del primer intervalo
como el punto inicial. En el Muestreo secuencial simple las unidades se seleccionan de forma
secuencial con probabilidad igual y sin reposicion. El Muestreo con probabilidad proporcional al
tamario es un método de primera etapa que selecciona unidades de forma aleatoria con probabilidad
proporcional al tamafio. Se puede seleccionar cualquier unidad con reposicion; solo se puede realizar
muestreo sin reposicion de los conglomerados. El Muestreo sistemdtico proporcional al tamario es
un método de primera etapa que selecciona unidades de forma sistematica con probabilidad
proporcional al tamafio. Se seleccionan sin reposicion. El Muestreo secuencial proporcional al
tamario es un método de primera etapa que selecciona unidades de forma secuencial con
probabilidad proporcional al tamafio del conglomerado y sin reposicion.

El Muestreo de Brewer proporcional al tamaiio es un método de primera etapa que
selecciona dos conglomerados de cada estrato con probabilidad proporcional al tamafio del
conglomerado y sin reposicion. Se debe especificar una variable de conglomeracion para utilizar
este método. El Muestreo de Murthy proporcional al tamaiio es un método de primera etapa
que selecciona dos conglomerados de cada estrato con probabilidad proporcional al tamafio del
conglomerado y sin reposicion. Se debe especificar una variable de conglomeracion para utilizar
este método. El Muestreo de Sampford proporcional al tamario es un método de primera etapa
que selecciona mas de dos conglomerados de cada estrato con probabilidad proporcional al
tamafio del conglomerado y sin reposicion. Es una extension del método de Brewer. Se debe
especificar una variable de conglomeracion para utilizar este método. Por defecto, el método de
estimacion se especifica en el archivo de plan de manera coherente con el método de muestreo
seleccionado, pero la opcion Usar estimacion CR para el andlisis permite utilizar la estimacion
con reposicion incluso si el método de muestreo implica la estimacion SR. Esta opcidn solamente
esta disponible en la etapa 1. Si se selecciona un método PPS, se debera especificar una medida
del tamafio que defina el tamatfio de cada unidad en el campo Medida del tamario (MDT).
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Estos tamafios pueden definirse explicitamente en una variable o se pueden calcular a
partir de los datos. Opcionalmente, se pueden establecer los limites inferior y superior de la
MDT, anulando cualquier valor encontrado en la variable MDT o calculado a partir de los datos.
Estas opciones solamente estan disponibles en la etapa 1.

A continuacion, para ir al paso Tamariio muestral, pulsamos en Tamaiio muestral en la parte
izquierda de la pantalla del Asistente para obtener la Figura 10-5 .

Asistente de muesireo E|

Etapa 1: Tamafia de la muestra
En este panel debe especificar el namera o proporcion de unidades que se va a muestrear en la etapa actual. El tamafio muestial se
puede mantener fijo entre estratos o puede variar entre los distintos estratos.

5i especifica los tamafios de muestra como proporciones, también puede definir &l nimero minima o maximo de unidades que s van a
exlragr.

Eienvenido Varizbles:

Etapa 1 & Walor de tasacion del Wty |Pmporcwones
Variables del disefia & Walor de tasacion de . DS BiETes
Métodn‘o &7 Walor de tasacion taot. . @ Valo:

P Tamafio muestral & Precio de venta [pre... — El walor del tamafio s
Variables de resultado & G e 01 aplica a cada estrato.

Resumen
Afiadir etapa 2
Extraer muestra

" Walores desiguales para log estratos:

Opciones de seleccion
Archivos de resultados
Finalizacion " Leer valores de la variable:

Recuento ’— Recuento ’—
minime: ma&gima:

I = zeceitin incompleta

< bhids Siguiente > | Finalizar Cancelar Aypuda
Figura 10-5

Este paso permite especificar el numero o la proporcion de unidades que se van a
muestrear dentro de la etapa actual. El tamafio muestral puede ser fijo o variar entre estratos.
Para el propdsito de especificar el tamafio muestral, se pueden utilizar los conglomerados
elegidos en etapas anteriores para definir estratos. En el campo Unidades puede especificar un
tamafio muestral exacto o una proporcion de unidades a muestrear. En el campo Valor se
aplica un valor particular a todos los estratos. Si se selecciona Recuentos como la unidad
métrica, se debera introducir un entero positivo. Si se selecciona Proporciones, se debera
introducir un valor no negativo (a no ser que se realice una muestra con reposicion, los valores
de proporcidon no deberdn ser mayores que 1). El campo Valores desiguales para estratos
permite introducir distintos valores de tamafio para cada estrato a través del cuadro de dialogo
Definir tamarios desiguales. E1 campo Leer valores de la variable permite seleccionar una
variable numérica que contenga los valores de tamafio para los estratos. Si se selecciona
Proporciones, se tiene la opcion de establecer los limites inferior y superior para el nimero de
unidades muestreadas.

A continuacion, para ir al paso Variables de resultado, pulsamos en Variables de resultado en
la parte izquierda de la pantalla del Asistente. Se obtiene la Figura 10-6.
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Etapa 1: Variables de resultado

En este panel puede seleccionar variables que se guardardn cuando se extraiga la muestra. Las variables contienen informacion sobre la
muestra o la poblacidn para la etapa actual Sila muestra esta estratificada, las vaniables contienen datos sobre cada estrato.

Bienwvenido
Etapa 1
Variables del disefio
Métoda
Tamario muestral W Tamafio de la poblacidn I¥ Proporcion muestral
P variables d resulkads
Resumen
Afiadir etapa 2 W Tamafio muestral
Extraer muestra
Opciones de seleccion

#Hué variables desea quardar?

Archivos de resultados Siempre g& almacenan laz probabilidades de inclusidn, las ponderaciones
Finalizacion muestiales acumuladas v las ponderaciones muestrales fingles.

Siempre se crean automaticamente los indices de duplicacidn cuando el plan
solicita un muestreo con reposicidn,

I = zeceitin incompleta

< bhids Siguiente > | Finalizar Cancelar Aypuda
Figura 10-6

Este paso permite elegir las variables que desea guardar cuando se extraiga la muestra.
Tamaiio poblacional recoge el niimero estimado de unidades en la poblacion de una etapa dada.
El nombre raiz de la variable guardada es TamarioPoblacion . Proporcion muestral recoge la
tasa de la muestra en una etapa dada. El nombre raiz de la variable guardada es TasaMuestreo .
Tamario muestral recoge el mimero de unidades extraidas en una etapa dada. El nombre raiz de la
variable guardada es TamaiioMuestra . Ponderacion muestral recoge la inversa de las
probabilidades de inclusion.

El nombre raiz de la variable guardada es PonderacionMuestra . Algunas variables por
etapa se generan automaticamente. Entre éstas se incluyen Probabilidades de inclusion
(proporcion de unidades extraidas en una etapa dada con nombre raiz de la variable guardada
Probabilidadlnclusion ), Ponderacion acumulada (ponderacion de la muestra acumulada a lo
largo de las etapas anteriores a la actual e incluyendo esta ultima con nombre raiz de la variable
guardada), PonderaciénMuestraAcumulada_, Indice (identifica las unidades seleccionadas varias
veces dentro de una etapa dada con nombre raiz de la variable guardada Indice ), etc.. Los
nombres raiz de la variable guardada incluyen un sufijo entero que refleja el niimero de la etapa,
por ejemplo, TamarioPoblacion 1 para el tamaifio de la poblacion guardada de la etapa 1.

A continuacidn, para ir al paso Resumen, pulsamos en Resumen en la parte izquierda
de la pantalla del Asistente. Se obtiene la Figura 10-7. Se trata del ultimo paso de cada etapa
que proporciona un resumen de las especificaciones del disefio muestral hasta la etapa
actual. A partir de aqui, puede pasar a la siguiente etapa (creandola si es necesario en Afiadir
etapa 2) o definir las opciones para extraer la muestra.
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Asistente de muestreo ﬁl

Etapa 1: Resumen del plan

Este panel resume el plan de muestrea hasta el momento. Puede afiadir otra stapa al disefio.

Si decide no afiadir més stapas. el siguiente paso serd definir las opciones para sxtraer la muestra.

Eienvenida G
Etapa Etapa_|Etiqueta |Estratos Conglomerad | Tamaiio |Método
“Wariables del disefio 1 (Mingunz) barria a1 Muestreo aleatorio
Métada simple (SR}
Tamafio muestral
‘ariables de resultada
| B resumen
Afiadir etapa 2
Extraer musstra
Cpciones de seleccidn Archivo: PLANT
Archivos de resultados
Finslizsdion ¢Desea afiadir la etapa 27
" i, afiadir la etapa Z shora % Mo, no deseo afiadir otra etapa ahora
Seleccione esta opcidn i el Seleccione esta opcidn si los
archivo de datos de trabajo datos de la etapa 2 ain no
contisne datos para la etapa estan disponibles o si el disefio
2 sdlo tiene una etapa.

<@ = seceitn incompleta

< Abrds Siguiente > I Finalizar Cancelar Apuda
Figura 10-7

Ya estamos en condiciones de extraer la muestra segin el disefio definido en los pasos
anteriores. Para ello elegimos Extraer muestra — Opciones de seleccion en la parte izquierda de
la pantalla del Asistente de muestreo. También puede controlar otras opciones del muestreo,
como la semilla aleatoria y el tratamiento de los valores perdidos (Figura 10-8). Extraer muestra,
ademas de elegir si desea extraer una muestra, también puede elegir ejecutar parte del disefio
muestral. Las etapas se deben extraer en orden; es decir, la etapa 2 no se puede extraer a menos
que ya se haya extraido la etapa 1. Al editar o ejecutar un plan, no puede volver a muestrear
etapas bloqueadas. El campo Semilla permite elegir un valor de semilla para la generacion de
nameros aleatorios. El campo Incluye los valores perdidos definidos por el usuario determina si
los valores perdidos definidos por el usuario son tratados como validos. Si es asi, los valores
perdidos definidos por el usuario se tratan como una categoria diferente. El campo Los datos ya
estan ordenados permite acelerar el proceso de seleccion si el marco muestral esta clasificado
previamente por los valores de las variables de estratificacion.

Asistente de muestren El

Extraer muestra: Dpciones de seleccion

En este panel puede elegir si desea extraer una muestra. Puede seleccionar qué etapas desea extraer p definir obras opciones de muestreo
coma la semilla utilizada para la generacidn de nimeros aleatorios.

Bienwenida iDegea extraer una muestra?
Etapa 1
Yariables del disefio (= 5i Etapas:
Métndn
Tamafio muestral " bo
Variables de resultado
Resumen &0ué tipo de valor de semilla desea utilizar?
Ariadir etapa 2
E:t * Un nimero seleccionado de forma aleatoria
Archivos de resultados £ Valor personalizade: g::ggﬁ:f:asz :.aégsiz f:g::!Suc\r la
Finalizacién muestra mas adelante.

r Incluir en marco muestral los cazos con valores perdidos definidos por el usuario
en las variables de estratificacion o conglomerada

Loz datog de krabajo pa estan ordenados por las variables de estratificacion [los
datos ordenados previamente pueden acelerar el procesamienta]

<I> = seccion incompleta

< Abrds Siguiente > | Finalizar Cancelar Apuda
Figura 10-8
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Realizado el disefio y extraida la muestra, solo resta guardar los resultados
adecuadamente. Para ello se selecciona Extraer muestra — Archivos de resultados en la parte
izquierda de la pantalla del Asistente de muestreo (Figura 10-9). Este paso permite elegir donde
dirigir los casos muestreados, las variables de ponderacidn, las probabilidades conjuntas y las
reglas de seleccion de casos.

Las opciones de ;Donde desea almacenar los datos de la muestra? permiten determinar
dénde se escribe el resultado de la muestra. Se puede afiadir al archivo de datos de trabajo o
guardar en un archivo externo. Si se especifica un archivo externo, se guardan en el archivo las
variables de los resultados del muestreo y las variables del archivo de datos de trabajo para los
casos seleccionados. Las opciones de ;jDonde desea guardar las probabilidades conjuntas?
permiten determinar donde se escriben las probabilidades conjuntas. Las probabilidades
conjuntas se producen si se seleccionan la probabilidad proporcional al tamafio sin reposicion,
el muestreo de Brewer proporcional al tamafio, el muestreo de Sampford proporcional al
tamafio o el método de Murthy proporcional al tamafio y la estimacién con reposicion no se
especifica. En cuanto al campo Guardar reglas de seleccion de casos, si esta construyendo la
muestra por etapas, es posible que quiera guardar las reglas de seleccién de casos en un
archivo de texto. Son utiles para construir el submarco de las etapas posteriores.

Extraer muestra: Archivos de resulkados

En este panel puede seleccionar dnde guardar los datos del resultado del muestreo. Si el muestreo se realizd con reposicidn, deberd guardar los casos
muestreados en un archivo extemo.

Las probabilidades conjuntas se almacenaran i solicita el muestren proporcional al tamafio sin reposicion. Son necesarias para la estimacidn sin reposicidn de
dizefios de muestreos proporcionales al tamafio,

Bienvenido ;Dinde desea almacenar los datos de la muestra?

Etapa 1
Vatiables del disefio (¢ Aichivo de datos de trabaja (guada las ponderaciones muestrales y las ofras variables de resultado solicitadas)
Metodn‘o " Auchivo extema [guarda los casos seleccionados junta con las ponderaciones y las otras variables de resultado)
Tamafio muestral
Variables de resultado |
Resumen

Afiadir etapa 2

Extraer muestra
Opciones de seleccidn r

» B = resulta

Finalizacidn iv

™ Guardar reglas de seleccion de casos

UL

I = zeceitin incompleta

< bhids Siguiente > | Finalizar Cancelar Aypuda
Figura 10-9

Ya solo resta finalizar el proceso adecuadamente. Para ello se selecciona Extraer
muestra — Finalizacion en la parte izquierda de la pantalla del Asistente de muestreo (Figura 10-10).
Puede guardar el archivo de plan y extraer la muestra ahora o pegar las selecciones en una
ventana de sintaxis. Al editar un plan, puede guardar el plan editado en un archivo nuevo o
sobrescribir el archivo de plan existente.
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Finalizacion del Asistente de muestreo

Bienvenido

Etapa 1
“ariables del disefio
Método
Tamafio muestral
Wariables de resultada
Resumen

Afiadir etapa 2

Extraer muestra
Dpriones de seleccion
Archivos de resulbados

¢Qué desea hacer?

<§» = seccidn incompleta

< fahids |

Y'a ha suministrada toda la infarmacidn necesaria para crear un disefio muestral v extraer una musstra.

M s adelante. podra regresar al Asistente de muestreo si necesita afiadii o modificar etapas. Una vez muestreadas todas las etapas.
puede utilizar el archivo de plan en todaos los procedimientos de anélisiz de muestras complejas para indicar céma e extrajo la muestra,

(+ Guardar el dissfio en un archiva de plan y extraer la musstra

™ Pegar la sintaxis generada por el Asistente en una ventana de sintaxis

Para cerrar este asistente, pulse en Finalizar,

Cancelar Ayuda

| Finalizar

Figura 10-10

Al pulsar en Finalizar en la Figura 10-10 se obtiene la salida del procedimiento con la
sintaxis (Figura 10-11) y un resumen para las etapas (Figura 10-12).

* Asistente de muestreo.
CSPLAN SANFLE
/PLAN FILE='PLAN1'
/PLANVARS SAMPLEWEIGHT=PonderaciénMusstral Final
/PRINT PLAN
/DESIGN STRATA= barrio
FMETHOD TYPE= SIMPLE_WOR
FRATE VWALUE=0.1
FSTAGEVARS
INCLPROE ( ProbebilidadIneclusiéon_1_ )
CUMWEIGHT ( PonderaciénMuestralicumulads_1_ )
POPSIZE( TamaficPoklacién 1 )
SAMPEIZE( TamafioMuestral_i_ )
RATE { Tasaluestrec_1_ |
WEIGHT { PonderacidnMuestrall_ ] .

ESTIMATION= DEFAULT

Muestras complejas: Plan

Advertencia

Este procedimiento no comprueba la consistencia entre el archivo de datos de
trabajo v el archivo del plan. Se recomienda estudiar 1a tabla de resultados o del
archivo del plan para comprobar la consistencia antes de realizar1a seleccidn o el

CSSELECT

APLAM FILE='PLAMNI'
ACRITERIA STAGES = 1 SEED =
ACLASSMISSTING EXCLUDE
ADATE RENAMEVARS

FPRINT SELECTION.

RANDOM

Muestras complejas: Seleccion

Resumen para la etapa 1

Miamero de unidades Froporcion de unidades
muestreadas muestreadas

Barria Solicitados Reales Solicitados Reales
A E] E] 10,0% o.5%
B 32 32 10,0% 10,0%
=] 26 26 10,0% 10,1%
] a7 a7 10,0% 10,1%
E 50 50 10,0% 10,0%
F 37 37 10,0% 9,9%
< 4 42 10,0% 10,0%

Archivo del plan: ChArchivos de programaltSPSS51 WP LARN T

Figura 10-11

Figura 10-12

También se obtiene un resumen sobre las distintas etapas de seleccion de la muestra,

que se presenta a continuacion.

Resumen
Etapa 1
Variables Estratificacion | 1 Barrio
Informacion de | Método de seleccion Muestreo aleatorio simple sin
la muestra reposicion
Proporcion de unidades muestreadas ,1
Variables creadas | Probabilidad de inclusién ProbabilidadInclusion_1
o modificadas (seleccion) segun etapa
Ponderacion de muestreo PonderacionMuestralAcumulada_1
acumulada segun etapa
Tamaiio de la poblacion seglin etapa TamailoPoblacion 1
Tamaiio de la muestra seglin etapa TamafioMuestral 1
Tasa de muestreo segun etapa TasaMuestreo 1
Ponderacion de muestreo segun etapa PonderacionMuestral 1
Informacion Supuestos del estimador Muestreo de probabilidad igual
sobre el analisis sin reposicion
Probabilidad de inclusion A partir de la variable
ProbabilidadInclusiéon_1

Archivo del plan: C:\Archivos de programa\SPSS12\PLAN1Variable de ponderacion: PonderaciénMuestral_Final_



362 Muestreo estadistico. Conceptos y problemas resueltos

ASISTENTE DE MUESTREO: MODIFICAR UN PLAN EXISTENTE

Para modificar un plan de muestreo existente, por ejemplo para guardar la muestra estratificada
anterior en una archivo nuevo de nombre PLAN2.SAV, elija en los ments: Analizar — Muestras
complejas —  Seleccionar una muestra..., seleccione Editar un diseiio muestral y elija el archivo de
plan anterior PLAN1.CSPLAN para editar (Figura 10-13). Pulse Siguiente para continuar usando el
Asistente. Revise el plan de muestreo del paso Resumen del plan (Figura 10-14), y a continuacion
pulse Siguiente. En Extraer muestra — Archivos de resultados especifique el archivo para guardar la
muestra (Figura 10-15). Vaya al paso final y especifique un nombre nuevo para el archivo de plan
editado (Figura 10-16). Si lo desea, tiene la posibilidad de Especificar las etapas que ya se han
muestreado y Eliminar etapas del plan.

Asistente de muestreo Abrir archivo

Buscaren: [ 5PS512 > ==k E-

Bienvenidn al Asistente de muestren

] PLANL . CSPLAN

El Asistente de muestreo le ayuda a disefiar v seleccionar una muestra
podra utilizar en el momento del andlisis para indicar cémo se realizd el

También puede utiizar el asistente para modificar un plan de muestrea

¢Qué desea hacer?

" Disefiar una muestra

Seleccione esta opcidn 3 Nombre: lPLAN'I CSPLAM Abrir

creada un archivo de ply
A e G Tipo: IF'Ian de muestras complejas [*.ceplan) vI Cancelar

@ Editar un dissfio muestral

Selectione esta opoidh ol etes

afiadir, eliminar o modificar etapas de Archivo IC:\Iiblos\S PSENSPEST2NP Examinar...l
un plan existente. Tendra la opcidn de

extraer la muestia,

" Extrasr una muestia

SE\E_CClUnE esta opcidn si ya tiene un Riehive I—’ B |
archivo de plan v desea extraer una

muestra

< Afrds | S\gulente)l Finalizar | Cancelar | Ayuda |

Figura 10-13

Asistente de muesireo

Resumen del plan

Este panel resume el plan de muestreo. Sefiala todag las etapas que va ge han muestieado. Dichas etapas se bloqueardn en el Asistente
para evitar cualquier modificacion accidental. Mo se podran volver a muestrear a menos que las desbloques.

Asimismo, pusde eliminar las etapas existentes del plan.

Eienvenido
% Resumer:
Eapa 1 Etapa |Etiqueta Estratos Conglomerad | Tamafio igtodo
Variables del disefio I (Ninguna) | bartio 01 Muestren alestorio
Métado simple (SR)

Tamario muestral
Variables de resultada
Resumen
Afiadir etapa 2
Extraer muestra
Opciones de seleccidn
Archivos de resulkados
Finalizacién ¢Cudles son las etapas que ya se ha muestreada?

Etapas. INinguna vl

I™ Eliminar etapas del plan:

Etapaz: I -I

Archivo: C:AlibroshSPSSASPSS120PLANT CSPLAN

<I» = seccitn incompleta

< Atrds I Siguiente > I Finalizar Cancelar Apuda
Figura 10-14
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Extraer muestra: Archivos de resultados

mugstreados en un archivo externo.

Eignvenido

Resumen del plan

Etapa 1
Yatiables del disefio
Método
Tamario muestral
Yariables de resultado
Resumen

Afiadir etapa 2

Extraer muestra
Opciones de seleccian

b archivos de resltados

Finalizacidn

& = seccitn incompleta

En este panel puede seleccionar donde guardar los datos del resultado del muestreo. Si el muestreo se redlizd con reposicion, deberd guardar los casos

Las piobabilidades conjuntas se almacenardn si solicita el muestreo proparcional al tamafia sin reposicién, San necesarias para la estimacion sin reposicidn de
disefios de muestrens proporcionales al tamafio

cDénde desea almacenar los datos de la muestra?
" Archiva de datos de rabajo (quarda las ponderaciones muestrales v las otras vanables de resultado solicitadas)

& Archivo externo [guarda los casos selecoionados junto con las ponderaciones y las obras variables de resultada)

Examinar..

Archivo |c Mlibroshspasheps12APLANZ.5AY

™ Guardar reglas de seleccidn de casos

Eenina |
e

Finalizar Cancelar Apuda

< Alrds Siguiente » |

Figura 10-15

Puede ocurrir que al pulsar Finalizar en la Figura 10-16, algunas variables a guardar
coincidan en nombre con las ya existentes. En ese caso, en la pantalla de la Figura 10-17 se hace clic en
Cambiar nombre y SPSS realiza los cambios adecuados. La Figura 10-18 muestra el nuevo archivo
PLAN2.SAV que contiene la muestra aleatoria.

Finalizacidn del Asistente de muestren

Eienvenido

Resumen del plan

Etapa 1
Yatiables del disefio
Método
Tamafio muestral
Vatiables de resultada
Resumen

Afiadir etapa 2

Extraer muestra
Opciones de seleccidn
Archivos de resultados

P Finalizacién

&> = seccitn incompleta

Ha proporcionada toda la informacidn necesaria para madificar un disefio muestral y extraer una muestra

Mas adelante, podrd regresar al Asistente de muestren i necesita afiadic o modificar etapas. Una vez muestreadas todas las etapas,
puede utiizar el archiva de plan en todos los procedimientos de andlisis de muestras complejas para indicar coma se extrajo la muestra

;Qué desea hacer?

(¥ Guardar el dizefio en un archivo de plan y estraer la muestra

(" Pegar la sintaxis generada por el Asistente en una ventana de sintasis

Para evitar cambios accidentales a las etapas existentes, puede que desee quardar
laz especificaciones en un archivo nuevo, (Ddnde se deben quardar los cambios?
{+ Muevo archivo de plan

Archivo: [PLANZ CSPLAN Examinar...

" Archivo de plan gxistente [C:\ibroshSPSSYS PSS 124PLANT .CSPLAN]

Fara cemar este asistente, pulse en Finalizar,

< Alrds |

Finalizar Cancelar Apuda

Figura 10-16
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e A @ plan2.sav - Editor de datos SPSS

Archivo Edicidn Wer Datos Transformar Anglizar  Gréficos Utlidades Ventana 7
Los nombres de una o mas variables de resultados solicitadas en = @] P ~| =4
& el plan de muestren estén en conflicta con laz variables del —@@ ﬂ —|—| J E‘M M ﬂr—' EILE |§@
archivo de datos de trabajo. 17
‘ Nomb Descringis barrio| valterr [ valmejor| valtot | precio [ tasa | Probabilida| Ponderacid| Ponderacid
2 — - escrlpcpn - dinclusian_| nMuestralA| nhuestral_|
Ponderacidnbdu | Final Ponderaciones muestrales finales q Utk el
Probabilidad|ncl 1 Probabilidades de inclusidn [Etapa 1] 1la 24657 o0eSE| 16235 1E@s0n 147 10 1050 1050
Ponderaciontuestraldcumulada_1_  Ponderaciones muestrales acumuladas [Etapa A 48112 13269 61381 199500 1 '24 IWEI WU‘SEI WEI‘SU
3|A 50275 12207 624820 202500 1,25 10 10,50 10,50
4[A 49574 41493 91467 182000 55 10 10,50 10,50
< > 5|B 134400 41177 | 54817 610000 1,12 0 997 997
6B 14171 768234 | 92405 92000 1,00 10 997 997
Cambiar nombre carrige los nombres de las variables que se copiardn 7le 14103 49816 63719 7700 1,22 0 997 997
del archivo de datos de trabajo para resolver los conflictos. Seleccione 5l 16283 58046 | 74334 95000 129 0 997 a7
Cambiar nombre si desea conservar ambos conjuntos de vanables de o5 17500 72090 Gsea0 145000 1'25 IWD 9‘97 9‘9?
Eliminar quita las variables del archiva de datos de trabajo para resalver G 18191 52705 10899 134800 1 '22 IWEI 9‘9;; 9‘97
los corflictos. Seleccione Eliminar si sdlo desea conservar las nuevas : : T T
wetetls ob maleeks, 1118 42263 B334) 48597 170000 1,4 0 997 997
12|B 313100 96018) 273280 132000 1,04 10 997 997
Cancelar cierra este mensaje de alerta y regreza al Asiztente de 13lB 30642 2462|3004 169800 128 0 go7 ag7
muestren. Seleccione Cancelar si desea anular la seleccidn de laz < . - -
vaiiables de resultades seqin etapa. 14|18 | 40772 25884 GEESE 1995000 1,20 A0 997 997
15|B 301300 85409 15539 129500 1,12 10 997 997
LCambiar nombre | Eliminar ‘ Cancelar 16(B 26695 80E39) 7334 1200000 1,12 a0 997 997
17[B 17963 81211 99174 1268000 128 A0 987 997
Figura 10-17 Figura 10-18

Elija en los menus Analizar — Muestras complejas — Seleccionar una muestra...(Figura 10-1).
En el Asistente de muestreo seleccione Extraer una muestra (Figura 10-13) y elija un
archivo de plan para ejecutar. Pulse Siguiente para continuar usando el Asistente. Revise el
plan de muestreo del paso Resumen del plan, y a continuacion pulse Siguiente. Cuando se
ejecuta un plan de muestreo se omiten los pasos individuales que contienen informacién de
la etapa. Ya puede pasar al paso de finalizacion. Si lo desea, tiene la posibilidad de
especificar las etapas que ya se han muestreado.

El Asistente de preparacion del andlisis le guia a través de los pasos para crear o modificar un
plan de analisis y utilizarlo con los distintos procedimientos de analisis de muestras complejas.
Antes de utilizar el Asistente, debe haber extraido la muestra para el analisis de acuerdo con un
disefio complejo. Es mas util crear un plan nuevo cuando no se tiene acceso al archivo del plan
de muestreo utilizado para extraer la muestra (recuerde que el plan de muestreo contiene un
plan de analisis por defecto). Si no tiene acceso al archivo del plan de muestreo utilizado para
extraer la muestra, puede utilizar el plan de analisis contenido por defecto en el archivo del
plan de muestreo u omitir las especificaciones del analisis por defecto y guardar los cambios
en un archivo nuevo.

Para crear un nuevo plan de andlisis, elija en los ments Analizar muestras complejas —
Preparar para el andlisis... (Figura 10-19), seleccione Crear un archivo de plan en la Figura
10-20 y elija un nombre de archivo de plan para guardar el plan del andlisis. Crearemos un
plan de andlisis de nombre PLANA.CSAPLAN para la muestra obtenida anteriormente y guardada
en el fichero PLAN2.SAV. Pulse Siguiente para continuar usando el Asistente. Especifique la
variable que contiene las ponderaciones muestrales en el paso Variables del diserio y, si lo desea,
puede definir estratos y conglomerados (Figura 10-21). Es posible seleccionar el método de
estimacion de los errores tipicos en el paso Méfodo de estimacion (Figura 10-22). También
puede especificar el numero de unidades muestrales o la probabilidad de inclusion por unidad
en el paso Tamaiio (Figuras 10-23 y 10-24).
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El paso Resumen (Figura 10-25) recoge las especificaciones de nuestro analisis.
También es posible afiadir una segunda o tercera etapa al disefio en el paso A7iadir etapa. El
paso Finalizacion permite guardar el archivo del plan ahora o pegar las selecciones en una
ventana de sintaxis (Figura 10-26). Ahora puede pulsar Finalizar para guardar el plan. Se
obtiene la salida del procedimiento (Figura 10-27).

or de datos SPSS
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Figura 10-1

Asistente de preparacion del analisis

Bienvenido al Asistente de preparacion del analisis

El Asistente de preparacidn del analisis le ayuda a describir la muestra compleja v seleccionar un método de estimacidn. El programa le pedira
gue suministre las ponderaciones muestrales y demas informacidn necesaiia para calcular una estimacion preciza de los enores tipicos.

Sus selecciones se guardardn en un archiva de plan que podra utiizar en todos los procedimientas de andlisis gue hay en la opcidn Muestras
complejas

£0ue desea hacer?

& Crear un archivo de plan

Seleccione esta opcidn si tiene los P L ANz CSARLAN N mr—
datos muestales pero no ha creado un Esaminar.. |
archiva de plan,

" Editar un archivo de plan
Seleccione esta opeidn si desea

afiadir. eliminar o modificar etapas de

un plan existents.

Si ya dispone de un archivo de plan, pusde omitir &l Asistente de preparacidn del analisis y
acceder directamente a cualguiera de los procedimientos de analisiz que hay en la opcicn

J Muestras complejas para analizar la muestra,

I Siguiente > I Cancelar Apuda
Figura 10-20

Etapa 1: Yariables del dizefio

En este panel puede seleccionar las varables que definen los estratos o conglomerados. Para ello, en la primera etapa se debe haber
seleccionada una variable de ponderacién musstral

También puedes proporcionar una etiqusta para la stapa, la cual seré utiizada sn los resultadas

Bienvenido

ey Wariables
P wariables del disefio &2 Walor de tazacion del (B B arrio [barria]
Método de estimacidn &7 Valor de tasacion de »
Resumen &7 Walor de tasacitn tot.
Afiadir ekapa 2 £7 Precio de venta [pre...
Finalizacidn &7 Tasa del Frecio de v... Conglormeradas:
& Probabilidad de inclu -
&2 Ponderacion de mue 4

Ponderacidn muestral:

4 &% Ponderacion de mue...

Etiqueta de stapa:

<& = seccién incomplsta

<atas | Siguiente> | Fingliear | Cancelar | Ayuda
Figura 10-21
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Asistente de preparacion del analisis §

Etapa 1: Método de estimacion

En este panel debers seleccionar un método de estimacian de los ermares tipicos.

El método de estimacion depende de los supuestos acerca de como se ha extraido la muestra.

Biervenido . - _— . L
T Etapa 1 £Cudl de los siguientes disefios muestrales se debe asumir para la estimacidn?
Variables del dissfio
P Método de estimacidn
Tamafio

" CR [muestrea con repasisian]

Si selecciona esta opcidn no podrd afiadir etapas adicionales. Cuando se analicen los
datos. se ignoraran todas las etapas de muestreo posteriores a la etapa actual.

= dgual 5K [muestren de probabilidad igual sin reposician

El panel siguients le padird que especifiqus las probabilidades de inclusién o las
tamafios de la poblacidn.

<¥» = seccidh incompleta

< Alrds I Siguiente > I Cancelar Agpuda
Figura 10-22

Etapa 1: Tamafia

En ests panel debe especifisar las probabilidades de inclusién v las tamafios poblacionales para la stapa actual

Puede proporcionar un tamafio fiio para todos los estratos o especificar tamafios distintos dependientes del estrato.

Bierwvenido Wariables: _ i
<> Etapa 1 [ vialor de tasacion del. Unidades: |F'robab|||dad:ls de |nTIus|on
RET L Gl & Valor de tasacién de rios poblacionales

Meétodo de estimacion

» &2 Walor de tasacion tot
Tamafio

& Precio de venta [pre. ,7

£% Tasa del Precio de v.

£7 Probabilidad de inclu...

& Porderacion de mus...  Valores desiguales para los estratos:

_ oefinr. |

" Lger valares de la variable:

» r

<& = seccién incomplsta

<auds | | | Cancelar | Apuda |
Figura 10-23

Etapa 1: Tamafio

En este panel debe especificar las probabilidades de inclusidn v los tamafios poblacionales para la stapa actual.

Puede proporcionar un tamafio fijio para todos los estratos o especificar tamafios distintos dependientes del estrato.

Bienvenido M ariables:

Etapa 1 & valor de tasacion del... Uridades: | Probabilidades de inclusién
Wariables del disefic & alor de tasacion de ...
Hstoceidelestimacion Yalor de tasacion tot

B Tamsfio & " Valor:

5 & Precio de venta [pre...
Afazamen &% Tasa del Precio de v...
_”al_" s & Ponderacicn de mue
Finalizacian 7 Walores desiguales para los estratos:

[ osa

@ Leer valores de la variable:

<& = seccitn incomplsta

< Atras I Siguients > | Finalizar Cancelar Aypuda
Figura 10-24
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Etapa 1: Rasumen del plan

Bismvenido
Etapa 1
Variables del dissfio
Método de estimacisn
Tamafio

men
afiadir etapa 2
Finalizacion

<& = seccién incompleta

Este panel resume el plan hasta el momento. Fuede afiadir otra etapa al plan.

Si decide no afiadir mas etapas. el siguiente panel es el de finalizacion.

Besumen:
Etapa | Etiqueta |Estratos Conglomerad | Ponderacione| Tamario | métado
1 (Mingun=) | barrio Ponderacidn |(Leer de gLzl SR
Muestral_Fina| Probabilidadin
I clusidn_1_)
< >

Archive: PLAMA CSAPLAN

iDeses afiadir la stapa 27
" Si, afiadir la etapa 2 ahora

Seleccione esta opcich sila
muestra contiene otra etapa.

I Siguiente > I

< Atras

&+ Mo, no deseo afiadi otra etapa ahora

Seleccione esta opcidn si asta
e |a dltima etapa de la muestra.

Finalizar Cancelar Aypuda

Finalizacidn del Azistente para el anlisiz

complejas.

Eienvenido

Etapa 1
wariables del disefic
Método de estimacion
Tamario
Resumen

Afiadir ekapa 2

<@ = seccion incompleta

Figura 10-25

Ha suministrado toda la informacidn necesaria para crear un plan.
Cuando esté preparado para analizar loz datos. podré utilizar el archivo del plan en todos los procedimientos de andliziz de bMuestras

éQué desea hacer?

' Guardar las especificaciones en un archivo de plan

" Pegar la sintaxis generada por el Azistente en una ventana de sintaxis

Para cerrar este asistente, pulse en Finalizar.

< Atrds |

| Finalizar I

Cancelar | Ayuda |

Figura 10-26

* Lsistente de preparacidn del andlisis.
CSPLAN AMALYSIS
/PLAN FILE='FLANA.CSAPLAN'

/PLANVARS ANALYSISWEIGHT=PonderacidnMuestral Final

FPRINT PLAN
/DESIGN STRATA= barrio
/ESTIMATOR TYPE=EQUAL_WOR

H ] e[| 6l ] RIS @)

Bmea e [ sPas1g

153 pLius, Coapuan

/ INCLPROB VARIABLE= FProbsbilidadInclusidn 1_.

Muestras complejas: Plan

£l desea hecei?
Resumen

Ean 1™ Conae un sschien do

Variables del disefio  Estratificacidn 1 Barrio Seleccione il opeidn f Novbes: |

Informacidn sobre el Supuestos del estimador Muestreo

e i archeie oo plan Tew P e s s s ccoreleias "ol
LTI & Edhar i anchive de plrf
ad igual
sin e L —
reposicis o v el ehant e FSIZP B |
" n pla etars

Probabilidad de inclusidn A partir de

la S o tiepone plar pusd omity
variable o ity
Probabili [STSn e N ——
dad de
inclusian
(seleccia
nipatala
etapa 1

Archivo del plan: Cilibros\SPESISPEE1 2WPLANA CSAPLAN | Sapueriny | Corcsly | A

Wariable de ponderacion: Ponderacidn de muestreo final

Eserrversdy o Arithande dé praturaciin del andise

i ol i nbiin e e i

e + e i s

Sun yeioceiones se guardarn en un rchive de plan que podd utizar
nmgieat

Figura 10-27

Figura 10-28
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MODIFICAR UN PLAN DE ANALISIS EXISTENTE
Para modificar un plan de analisis existente elija en los menls Analizar — Muestras
complejas — Preparar para el andlisis... (Figura 10-19), seleccione Editar un archivo de plan 'y
elija un nombre de archivo de plan en el que se guardara el plan del analisis (Figura 10-28). Pulse
Siguiente para continuar usando el Asistente. Revise el plan de andlisis en el paso Resumen del
plan y, a continuacion, pulse Siguiente. Los pasos posteriores son practicamente iguales que los
de un disefio nuevo. Despléacese al paso de finalizacion y especifique un nombre nuevo para el

archivo de plan editado o sobrescriba el archivo de plan existente. Si lo desea, tiene la posibilidad
de eliminar etapas del plan.

TABLAS DE CONTINGENCIA Y RAZONES
Una vez seleccionada una muestra mediante el Asistente de muestreo que se activa con
Analizar — Muestras complejas — Seleccionar una muestra... (Figura 10-1), y preparada la
muestra para su analisis mediante el Asistente de preparacion del andlisis que se activa con
Analizar— Muestras complejas — Preparar para el andlisis... (Figura 10-19), ya estamos

en disposicion de calcular frecuencias, estadisticos, tablas de contingencia y razones a partir
de los datos de nuestra muestra.

Frecuencias de Muestras complejas

El procedimiento Frecuencias de Muestras complejas genera tablas de frecuencias para las
variables seleccionadas en un archivo de plan de andlisis existente (*.CSAPLAN) y muestra
estadisticos univariantes. Si lo desea, puede solicitar estadisticos por subgrupos definidos por una
0 mas variables categoricas.

El procedimiento genera estimaciones de los tamafios poblacionales de las casillas,
ademas de errores tipicos, intervalos de confianza, coeficientes de variacion, efectos del disefio,
raiz cuadrada de los efectos del disefio, valores acumulados y recuentos no ponderados para cada
estimacion. Ademas, se calculan los estadisticos de chi-cuadrado y la razén de verosimilitudes
para el contraste de proporciones de casilla iguales.

Para la obtencion de Descriptivos de Muestras complejas elija en los menus Analizar —
Muestras complejas — Descriptivos... (Figura 10-29), seleccione un archivo de plan, que puede
ser el asociado por defecto a la muestra en memoria PLAN2.SAV u otro a especificar en Archivo
personalizado (Figura 10-30) y, si lo desea, seleccione un archivo de probabilidades conjuntas
personalizado.

Pulse en Continuar y seleccione al menos una variable de medida y, si lo desea, tiene la
posibilidad de especificar variables para definir subpoblaciones (Figura 10-31), en cuyo caso los
estadisticos se calculan por separado para cada subpoblacion. Al pulsar Aceptar se obtiene la
salida (Figuras 10-32 y 10-33).
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Figura 10-29 Figura 10-30
Frecuencias de muestras complej: El ;aii;i;i;gias RS S S ek IR
/PLAN FILE = 'PLANA.CSAPLAN'
“ariables: Aceptar /TAELES VARIABLES = wvalterr walmejor wvaltot precio tasa
Tahblas de frecuencias: FonderacidnMuestralicwnulada_ 1
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& Ponderacién de mue... Muestras complejas: Tablas
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9,97 318,000 000
Cada combinacion de categorias 10,00 500,000 ooo
define una subpoblacidn. 10,04 182,000 ‘non
10,086 372,000 .ono
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Tatal 2440,000 000

Figura 10-31

Figura 10-32

- . plan2.sav - Editor, de datos SPS5
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Figura 10-33

Descriptivos de Muestras complejas

Figura 10-34

El procedimiento Descriptivos de Muestras complejas genera estadisticos descriptivos para
las variables seleccionadas en un archivo de plan de analisis existente (*.CSAPLAN). Si lo
desea, puede solicitar estadisticos por subgrupos definidos por una o mas variables

categoricas.
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El procedimiento genera estimaciones de los tamafios poblacionales de las casillas,
ademas de errores tipicos, intervalos de confianza, coeficientes de variacion, efectos del disefio,
raiz cuadrada de los efectos del disefio, valores acumulados y recuentos no ponderados para cada
estimacion. Ademas, se calculan los estadisticos de chi-cuadrado y la razén de verosimilitudes
para el contraste de proporciones de casilla iguales. Para la obtencion de Descriptivos de
Muestras complejas elija en los menus Analizar — Muestras complejas — Descriptivos...
(Figura 10-34), seleccione un archivo de plan, que puede ser el asociado por defecto a la muestra
actual (PLANA.CSAPLAN) u otro a especificar en Archivo personalizado (Figura 10-35) y, si lo
desea, seleccione un archivo de probabilidades conjuntas personalizado. Pulse en Continuar y
seleccione al menos una variable de medida (Figura 10-36). Si lo desea, tiene la posibilidad de
especificar variables para definir subpoblaciones, en cuyo caso los estadisticos se calculan por
separado para cada subpoblacion. El boton Estadisticos permite elegir los estadisticos a obtener
(Figura 10-37). Al pulsar Aceptar se obtiene la salida (figuras 10-38 a 10-40).

Plan de muestras complejas para analisis descriptivos El Descriptivos de muestras complejas El

Flan “arishles: ) Aceptar
Archive: E saminar S I Pegar

Piestablacer
Cancelar
Apuda

Si no tiene un archive de plan para su muestia compleja, puede utiizar el
Asistente de preparacian del andlisis para crear uno. Para acceder ol asistente,
seleccione Preparar para ol andlisis, an e mend Musstras complejas. <

Probabilidades conjuntas

Las probabilidades conjuntas son necesaras s el plan solicita una estimacion sin
reposicién de probabiidades desiguales. En casa contrario, se ighararan
Subpoblaciones

& Utilizar e archivo peor defects [FLAMA. sav) Bario [baric]

" archivo personalizado

_ Esaminar._| Cada combinacién de categorias

define una subpoblacidan

Continuar Cancelar | Apuda | Estadisticos... |!aloresperdldos..‘ Opciones... |
Figura 10-35 Figura 10-36

Descriptivos de muestras complejas: Estadisticos (3] + Descriptives de muestras compleias
Resimeres CSDESCRIPTIVES
o e W Sund Caueate JPLAN FILE = 'PLANA.CSAPLAN'
I~ Pruebat | I~ Pruehat — Ayuda JSUMMARY VARIABLES =valterr valmejor valtot precio tasa

Ponderac1énMuestralncumulada_1_
/SUBPOP TABLE = barrio DISPLAY=LAYERED

Estadisticos

¥ Error tipico v Recuento no ponderado .fHEAN
¥ Intervalo de confianza ¥ Tamafio de la poblacion .flSUM

Nivel (% |95 ¥ Efecto del dissfio /STATISTICS SE CV COUNT POPSIZE DEFF DEFFSQRT CIN (35)
Pl —— JMISSING SCOPE = ANALYSIS CLASSMISSING = EXCLUDE.

v Raiz cuadrada del efecto del disefio

Figura 10-37 Figura 10-38

Muestras complejas: Descriptivos
Estadisticos univariantes
Raiz
Intervala de confianza cuadrada
al 85% Coeficiente Efacto del del efecta Tamafio de Recuento no
Estimacidn | Errortipico Inferior Superior | devariacidn disefio del disefic | la poblacién ponderado
WMedia  valor de 1 5n gl
e oasange 16441,48 501,881 | 15462,58 | 17430,34 031 627 79z 2440,000 244
valar de tasacin de
1as mejoras 41216,69 086,090 39077,06 43356,31 026 605 Jgre 2440,000 244
walor de tasacion total 5020334 | 1207478 | 4791458 | 5267210 024 BaD 831 2440,000 244
Precio de venta 73553,50 2255,808 69103,50 77997 49 031 865 a1 2440,000 244
Tasa del Precio de
venta sobre el Valor de 1,1520 01735 11,1178 11,1862 015 968 984 2440,000 244
tasacidn total
Ponderacitn de
russtres acumulada 10,0008 00000 | 10,0008 | 10,0006 000 000 000 2440,000 244
para la etapa 1
guma aor o8 tasacion nel 40117171 | 12247837 | 37704318 | 42530024 031 627 7az 2440,000 244
walor de tagsacidn de
e 100566720 | 26500608 | 85348037 | 1.1E+08 028 605 778 2440000 244
walor de tasacion total 122715750 29462452 1,2E+08 1,3E+08 0za 690 831 2440,000 244
Pracio de venta 179470520 | 5504170,0 | 1,7E+08 | 1,8E+08 031 565 751 2440,000 244
Tasa del Precio de
venta sobre sl valor de 2810,93 | 4233752 | 2727,52 | 289433 015 968 984 2440,000 244
tasacitn total
FPonderacidn de
muestren acumulada 2440157 00000 | 24401,57 | 2440157 000 000 000 2440000 244
parala etapa 1

Figura 10-39
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Estadisticos

variantes

Raiz
Intervala de confianza cuadrads
@ 95% Coeficierte | Efecto del | del efecto | Tamafio de | Recusnto no
Bartio Estimacién_| Error tipica | inferior | Supsrior | de variacisn | dissfio | del disefio | la poblacién | ponderada
&S [EEE X;gnge [EEEEETEE 4324850 | s918,852 | 31589,22 | 5490976 RErd 1,402 1,184 42,000 4
‘alor de tasacion de
e 3333175 |17469,943 | 487553 | 7380787 443 1,402 1,184 42,000 4
“alor de tasacidntotel | 57641 25 |14989,138 | 2811229 | 8717021 280 1,402 1,184 42,000 4
Pracia de venta 18847500 | 7231,804 [174109,37 [02840,03 033 1,402 1,184 42,000 4
Tasa del Precio de
verta sobre el Valar de 1,227 10144 1,0277 14273 o=z 1,402 1,184 42,000 4
tasacion total
Ponderacisn de
muestren acumulads 10,5000 ooooo | 105000 | 10,5000 oo 42,000 4
para la stapa
Suma “alor de tasacion del
e 1816479 | 248501,77 | 1326747 | 2308211 RErs 053 289 42,000 4
‘alor de tasacion de
e 1654454 |733737,85 | 208972 | 3088935 443 553 748 42,000 4
Walor de tasacidntotsl | 2420933 | 62054378 | 1180716 | 3661149 280 250 510 42,000 4
Pracia de venta 7a15850 |306255,77 | 7312618 | G528 033 007 084 42,000 4
Tasa del Precio de
verta sobre el Yalor del .56 | 426042 4318 59,95 o=z 032 78 42,000 4
tasacisn total
Ponderacisn de
muestren acumulads 441 00 00000 441,00 441,00 oo 000 o0 42,000 4
para la stapa
G LR l\‘/;:;rnge (= EL] 2356475 | 1921,755 | 1977885 | 2735085 08z 1,024 1,012 319,000 32
‘alor de tasacion de
e 5615734 | 5034367 | 4623352 | 6607517 030 1,024 1,012 319,000 32
Walor de tasacisntotsl | 4547209 | 4695287 | 3922030 | 5772399 et 1,024 1,012 319,000 2
Pracia de venta 12063125 [10570,260 | 88807,55 (14145432 088 1,024 1,012 319,000 a2
Tasa del Precio de
werta sobre el Yalor de| 112682 02350 1,0799 11726 021 1,024 1,012 319,000 32
tasacisn total
Ponderacisn de
muestren acumulads 9,9688 00000 99688 99688 oo 319,000 =2
para la staps
Suma  valor de tasacien del
p— 7s17155 |s13039,78 | 6300452 | sr24sss o=z 214 452 319,000 =2
‘alor de tasacion de
e 17814193 |1605963,0 14750407 |21077878 030 248 498 319,000 32
Walor de tasacisntotsl | 15462508 | 14981156 12511274 18413922 et 278 527 319,000 2
Pracia de venta 33481363 | 33719125 31838619 45124118 088 233 483 319,000 a2
Tasa del Precio de
vertta sobre el Valor de] 35927 | 7.ea7as 344,50 374,04 021 o7 432 319,000 32
tasacisn total
Ponderacisn de
muestren acumulads 180,03 ooooo | 318003 | 318003 oo 000 o0 319,000 =2
para la ctepa
5 LR l\‘/;:;rnge (= EL] 25116838 | 3444252 | 1833183 | 3190214 a37 1,027 1,013 258,000 o6
‘alor de tasacion de
MERLA 4904855 | 4200,752 | 4057804 | 5751927 0as 1,027 1,013 258,000 26
“alor de tasacidn total B2E27 02 4371214 5401568 7123847 7o 1,027 1,013 258,000 26
Precio de venta 10805782 [14135,382 | TE210,65 [133904,73 RES 1,027 1,013 258,000 26
Tasa del Precia de
vertta sobre el Valor de] 11538 06342 1,0288 1,278 055 1,027 1,013 258,000 25
tasacian total
Ponderacion de
muestres acumulads 35,9231 00000 3,923 3,3231 000 000 000 258,000 26
para la ctepa
Sl t\;f:;'nge (EEEELIUCE] 5480156 |BasE17.05 | 47zas55a | az3ovsa A37 a7a 616 258,000 26
‘alor de tasacian de
e 12654553 [1109336,1 |10489134 14839071 e J98 445 258,000 265
walor de tasscisntotel | 16157786 | 11277732 13936046 |18379526 070 135 368 258,000 25
Precio de venta 27362055 | 36460285 20175348 34547422 RES 355 E04 258,000 26
Tasa del Precia de
verta sobre el Yalor de 29769 | 1636198 265,46 329,83 055 088 297 258,000 25
tasacion total
Ponderacion de
muestres acumulads 256015 oooon | 256015 | 256015 000 000 000 258,000 26
para I ctepa
e eSS t\;f:;'nge (EEEELIICE] 1824062 748,674 | 1676571 | 19715,52 041 1,010 1,005 467,000 47
‘alor de tasacian de
et e B101E,70 | 1793165 | 57484,12 | 6454928 029 1,010 1,008 467,000 a7
walor de tasecisntotel | 7074565 | 3250646 | 6434283 | 7715053 045 1,010 1,005 467,000 a7
Precio de venta av4s9,57 | 2860048 | B182344 | 9309571 o33 1,010 1,008 467,000 a7
Tasa del Precia de
verta sobre el alar de 1,078 01766 1,0433 11128 o158 1,010 1,005 467,000 a7
tasacicn total
Ponderacion de
muestres acumulads 35,3362 00000 32,3362 33362 000 000 000 467,000 a7
para la etaps 1
=] t\;f:;'nge (EEEELIICE] 8518366 | 34963084 | 7aze587 | azo7i4s 041 a7 312 467,000 47
‘alor de tasacian de
et e 28404800 | S37408,33 26045085 |30144514 029 052 229 467,000 a7
walor de tasscisn totel | 33038700 | 15180515 |30045102 36029298 045 RRE] 345 467,000 a7
Precio de venta 40843621 | 13360625 38211545 |43475697 o33 054 253 467,000 a7
Tasa del Precia de
verta sobre el alar de 0347 | =,245m 487,22 519,71 018 o7 30 467,000 a7
tasacicn total
Ponderacion de
muestres acumulads 464018 oooon | 464018 | 484013 000 000 000 467,000 a7
para la stapa
e eSS t\;f:;'nge (EEEELIICE] 1257340 440,768 | 11705,07 | 1344173 035 1,016 1,008 500,000 50
I\;z':;:r;a:scmn LU 39507 48 | 1718570 | 36121,27 | 4289369 044 1,016 1,008 500,000 s0
walor de tasscisntotel | 5208088 | 2017570 | 4810563 | 5605613 033 1,016 1,008 500,000 50
Precio de venta 59287 64 | 2685951 | 5390525 | B4570,03 045 1,018 1,008 500,000 =0
Tasa del Precia de
verta sobre el Valar de 1,1504 05768 1,0762 1,2248 o33 1,018 1,008 500,000 s0
tasacicn total
Ponderacion de
s ctran ae s 4n Annn nanen | anaeea |4 anon ann 2 ann an
para 1a stapa 1
=] t\;f:;'nge (EEEELIICE] 6286700 | 22038451 | 5852537 | 6720883 035 ora a1 500,000 50
‘alor de tasacisn de
e = 18753740 | 55843484 18060633 | 21446847 044 M7 T 500,000 50

Figura 10-40
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Tablas de contingencia de Muestras complejas

El procedimiento Tablas de contingencia de Muestras complejas genera tablas de contingencia
para los pares de variables seleccionadas y muestra estadisticos sobre la clasificacion
bivariante. Si lo desea, puede solicitar estadisticos por subgrupos, definidos por una o mas
variables categdricas. Para la obtencion de Tablas de contingencia de Muestras complejas elija
en los ments Analizar — Muestras complejas — Tablas de contingencia... (Figura 10-41),
seleccione un archivo de plan, que puede ser el asociado por defecto a la muestra actual
(PLANA.CSAPLAN) u otro a especificar en Archivo personalizado (Figura 10-42) vy, si lo desea,
seleccione un archivo de probabilidades conjuntas personalizado. Pulse en Continuar y seleccione al
menos una variable de medida para el campo Filas y otra para el campo Columnas que formaran la
tabla de contingencia (Figura 10-43). Si lo desea, tiene la posibilidad de especificar variables para
definir subpoblaciones, en cuyo caso las tablas se calculan por separado para cada subpoblacion. El
boton Estadisticos permite elegir los estadisticos a obtener (Figura 10-44). Al pulsar Aceptar se
obtiene la salida.

PR R TR Plan de muestras complejas para andlisis de tablas de conting... §|
Archiva  Edicién  Ver Datos Transformar WUEEEM Graficos  Utiidades Ventana 7 o

- Informes » Plan
= »
Elm@ ﬂ i‘—' J = Estadisticos desriptivos » @
23: Tablas 4 Archivo: Examinar...
barrio| valterr |valmejor| waltot LTI D " Panderacid| Panderacia . . . "
Modslo lineal gensral ¥ hiuestrald) nhluestral Sino tiene un archivo de plan para su muestra compleja, puede utilzar el
Modelos mixtas b lcumulada Final | Aazistente de preparacion del andlizsis para crear uno. Para acceder al asistente,
1|4 24637 90R98| 15235  “orrelaciones L 10,50 10,50 seleccione Preparar para el andlisis, en el mend Muestras complejas.
2[A 40112 13269 G13g1 Reassén ' 1050 1050
3la | A0275 12207 | 52402 L[Ti"‘::‘r : 10,50 10,50 Probabildades conjuntas
4|A 45974 41433 91467 n p 10,50 10,50
educcion de datos > . . . . B8 g 24 3
5|B 13480 4177 | 54617 poraras , 997 997 Las probabilidades conjuntas son necesarias si el plan solicita una estimacion sin
6B 14171 78234] 92405 pruehas no peramétricas s 997 9497 1eposicidn de probabildades desiguales. En caso contrario, se ignoraran.
7|B 14103 49616 |B3719  Series temporales » 997 987 . ;
a6 16200 58045 74334 Supervivencia . 997 907 & Llilizar el archivo por defecto [PLAMA, sav)
g|B 17500 72090 83590  Respuestamilipls L 997 997 e~ . 5
T0lB 8191 99708 10mgg  Andlss de valores perdids. . Tar Ga7 Auchivo personalizado
B w3 e Selecdionar una muestra...
12|B 313100 56018 27328| 1320000 1,04 0| Preparar para el andlisis. ..
13|B 30542 246233004 1693000 128 10 A
TeCUenCias...
14|B 40772 25884 | BBESE| 1995000 120 ,ﬁ C | | A |
15|B 30130 85408| 15533 129800 1,12 - ontinuar anceal puaa
16[B 26695 80639 7334 1200000 112 A
Figura 10-41 Figura 10-42
Tablas de contingencia de muestras complejas §| Tablas de contingencia de muestras complejas: Estadisticos E\
Casillas
q . -Ennt\nuar
Wariables: . Acsptai [ Tamafio de la poblacidn V¥ Porcentaie de columna -
- . N Filas: Cancelar
Biarrio [barrio] . Pegar L
yp[ecio de venta [pre f\;’am[ de tazacion del... = W Porcentaie de fila I Porcentaje de tabla T
fTasa del Precia de v... » f\u"alor de tazacion de ... Restablecer
fFonderacm’n de mue... Careelsr L
[ Eror tipico [~ Recuento no ponderado
Ayud .
Columna w o s et ¥ Efecto del disefio
‘ Mivel (%) |95 I Ralz cuadiada del efecto del disefio
¥ Cogficients de wanacion r
Subpoblaciones:
r r
b
Restmenes para lag tablas 2 por 2
Cada combinacidn de categorias ¥ Razin de las ventajas [ Diferencia de riesgos
define una subpoblacion. : X
¥ Riesgo relativa
Estadisticns.. | Walores perdidos. . | | ¥ Contraste sobre la independencia de filas y columnas

Figura 10-43 Figura 10-44
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Razones de Muestras complejas

El procedimiento Razones de Muestras complejas muestra estadisticos de resumen
univariantes para razones de variables. Si lo desea, puede solicitar estadisticos por subgrupos,
definidos por una o mas variables categdricas. Para la obtencion de Razones de Muestras
complejas elija en los menas Analizar — Muestras complejas — Razones... (Figura 10-45),
seleccione un archivo de plan, que puede ser el asociado por defecto a la muestra actual
(PLANA.CSAPLAN) u otro a especificar en Archivo personalizado (Figura 10-46) y, si lo
desea, seleccione un archivo de probabilidades conjuntas personalizado. Pulse en Continuar y
seleccione al menos una variable de medida para el campo Numerador y otra para el campo
Denominador que formaran la razon a estimar (Figura 10-47). Los numeradores y los
denominadores deben ser variables de escala con valores positivos. Si lo desea, tiene la
posibilidad de especificar variables para definir subpoblaciones, en cuyo caso, las razones se
calculan por separado para cada subpoblacion.

El botén Estadisticos permite elegir los estadisticos a obtener (Figura 10-48). Al
pulsar Aceptar se obtiene la salida (Figuras 10-49 y 10-50).

plan2.sav - Editor, de datos SPS5

(X)

Plan de muestras complejas para analisis de razones

Archivo Edicion Ver Datos  Transformar ROEIEES Graficos Utlidades Wentama 7
o Informes » Flan
= t]
gﬂl@ ﬂ J—‘ J ﬂﬁ Estadisticos descriptivos 3 @
1 banio P Tablas 4 Auchivo: |E:\I\blos\SPSS\SF’SSW PLANA CSAPLA
b valterr valmejor i Comperar mdas * | Probahilida| Pandera

Modelo “”E_a‘ general * || dinclusion_| nkusstrd Si no tiene un archivo de plan para su muestia compleja, puede utilizar el

M“de'ﬂs_m"‘t"s ' 1 cumulad Agistente de preparacion del andlisis para crear uno. Para acceder al asistente,
1 24537 60593 CD”E‘B_E"D"ES . 10 10, seleccione Preparar para el andlisiz, en el mend Muestras complejas.

2 4mn12 13269 Regresién ' 10 10,
a3l 50275 12207 3::;':: : 10 10 Probahilidades conjuntas
4 49974 41493 p 10 10,

Reduceidn de datos 4 " . L - L
5B 13440 41177 Eccalas N 10 ek Las probabilidades conjuntas zon necesaniaz si el plan solicita una estimacidn zin
6B 14171 76234 Pruebas o paraméricss N 10 9 reposicion de probabilidades desiguales. En caso contrario, se ignorardn.
7B 14103 49516 Series bemporales , 10 EL - ; ]

e ] SE04E Supervivencia » 10 X (+ Utilizar el archiva por defecto [C:\ibros\SPSSYSPS512\PLANA. sav)
9 17500 72090 Respuesta miltiple e 10 ek . .
10E 18191 92708 Andlisis de valores perdidos. .. n ] " Archiva personalizado
1B 42083 6334 5 Seleccionar una musstra)
12[B| 31310 96018 27328 132000 10 Preparar para el andlisis.
13B| 30542 2452 33004 169900 12 Frecuencias
T4 40772 26084|  EEBS6 199600 1 [e—re— -
5 30130 85409 15530 129800 1.1 Tablas de contingancia. Cortinuar | Cancelar | Ayuda |
16 26695 B0B39 7334 120000 o azones. .,
Figura 10-45 Figura 10-46
e L] P — complajas: Estadisticos m
Yariables: N g Aceptar
[ Urmeradores: [
Walor de tasacion ds ... P Estadisticos
gPerin ::j::::?p{: f\r’alor de tasacion del... m Cortinuar
& Ponderacion de mus.. » &7 Walor de tasacién tot... Fiestablecer ¥ Eror Hgico [™ Pecugnta o pondsrada Besel
Cancelar
P EmiedE Ayuda V¥ Intervalo de confianza W Tamafio dzla pablaciin Ayuda

» & Tasa del Precio de v..
Nivel (%} |90
Subpoblaciones:

B Barrio [baria) v LCoeficiente de vaniacid
< v Casfiei d vatackn [ Ralz cuathada del efecta del disefi

Cada combinacidn de categorias
define una subpoblacion.

[ Prubat
Estadisiicos. | Valores perdidos . | Opoiones |

Figura 10-47 Figura 10-48
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* Razones de muestras complejas.
CADEICRIPTIVES
/PLAN FILE = 'C:hlibroshSPS3Y3PS512% PLANA. CSAPLAN
FRATIO NUMERATOR = walterr valtot DENOMINATOR = tasa
FSTATISTICS SE CV POPSIZE DEFF CIN (95)
/SUBPOP TABLE = barrio DISPLAY=LAYERED
FHISSING SCOPE = ANALYSIS CLASSMISSING = EXCLUDE.
Muestras complejas: Descriptivos
Razones 1
Intervalo de confianza
Estimacién al95% Cosficiente | Efectadel | Tamafio de
Murmerador Denominador de la razin Error tipico Inferiar Superior | dewariacion disefio |3 poblacidn
Valor de tasacion del Tasa del Precio de
tereno venta sobre el Valor 14271,885 482914 (13320513 |15223,218 034 (GBS 2440,000
de tasacion total
Valor de tasacion total — Tasa del Precio de
venta sobre el Yalor 43656604 1281196 |41132,6894 |46180,675 24 J34 2440,000
de tasacion total
Figura 10-49
Razones 1
Intervala de confianza
Estimacidn al 95% Coeficierte | Etecto del | Tamafio de
Barrio  Mumerador Denominadar delarazén | Errortipico | Inferior | Superior | de variacidn dizefio | la poblacidn
A ‘alor e tasacion del  Tass del Precio de
terreno venta sobre el Yalor | 35233809 | 7311077 |20830,511 [9G536,5065 208 1,402 42,000
de tazacion total
“alor de tasacion total  Tasa del Precio de
verta sobre el Valor | 46958248 | 15996197 15445355 78471 141 34 1402 42,000
de tazacidn total
B Walor detasacion del  Tasa del Precio de
terreno verta sobre el Valor | 20923196 | 1667 242 [17635,590 [24207 703 s} 1,024 318,000
de tasacion total
Walor de tasacion total  Tasa del Precio de
verta sobre el Valor | 43035485 | 4149755 |34863,369 151213 601 96 1,024 319,000
de tasaciin total
c Yalor de tasacion del  Tasa del Precio de
terreno verta sobre el Valor | 21767 967 | 3085760 [15665,345 27546935 ALY 1,027 258,000
dle tagacion totsl
Yalor de tasacion total  Tasa del Precio de
verta sobre el Valor | 54276500 | 9357 548 (43722302 B4531,293 089 1,027 258,000
de tagacion totsl
o} ‘alor e tasacion del  Tass del Precio de
terreno verta sobre el alor | 16919450 | 854,113 [15236,835 (18602083 050 1,010 467,000
dle tagacion totsl
“alor de tasacion total  Tass del Precio de
verta sobre el Valor | 65622535 | 2893095 [59923,071 [71322,005 44 1,010 467,000
de tazacion total
E Walor detasacion del  Tasa del Precio de
terreno wventa sobre el Yalor | 10928,590 507,370 | 9930,058 11929121 46 1,016 500,000
dle tazacion total
“alor de tasacion total  Tasa del Precio de
verta sobre el Valor | 45271 975 | 2462091 40421 596 1B0122 354 054 1,018 500,000
de tazaciin total
F Walor detasacion del  Tasa del Precio de
terreno werta gobre el YWalor | 10840512 B55 576 | 9543102 12137 923 ] 1,030 372,000
de tasacion total
Yalor de tasacion total  Tasa del Precio de
wventa sobre el Valor | 30226807 | 1944133 [28396,315 [34056,795 64 1,030 372,000
de tazacion total
G Yalor de tasacion del  Tasa del Precio de
terreno werta sobre el Yalor Taa4,034 532,573 | 6334212 | 8933 276 ES 1022 452,000
dle tagacion totsl
Yalor de tasacion total  Tasa del Precio de
werta sobre el YWalor | 27733296 | 2402542 (23000034 [32466 555 [T 1,022 452,000
dle tagacion totsl

Figura 10-50
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